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VOBWOET. 

Die an der Technischea HochiBchiüe zu Berlin gehaltenen „Vor- 
lesungen ober darstellende Geometrie" bilden einen großen Teil der pä- 
dagogiscben Lebenaarbeit meines verstorbenen Vaters, der als Meister 
der Pädagogik sich stets großer Anerkennung erfreuen durfte, und dessen 
geometrische Arbeiten von der königlichen Akademie der WissenBchaften 
zu Berlin noch nach aeinem Tode mit dem Steiner-Preise ausgezeichnet 
worden. 

Es war mir vergönnt, diese Vorlesungen in geeigneter Weise zu- 
sammenznatellen, und ich darf sie heute zu meiner Freude der Öffent- 
lichkeit in Buchform übergeben. Das vorli^ende Werk eriiebt nicht den 
Anspruch, ein Kompendium der darstellenden Geometrie zu bieten, viel- 
mehr sucht es aus dem gewaltigen Stoffe dieser Disziplin dasjenige aus- 
zuwählen und systematisch wie pad^ogisch zu ordnen, was allgemein 
wissenswert, was für das Verständnis der verschiedenen Methoden und 
ihrer Anwendungen in der Praxis, namentlich in der Technik, notwendig 
ist. Dabei sind die Grenzen so weit als möglich gezogen, und ich habe 
g^laubt, manches aufnehmen zu sollen, was mein Vater in seinen 
Vorlesungen nicht vorzutragen pflegte. 

Das Buch unterscheidet sich von anderen größeren Lehrbüchern der 
darstetleoden Geometrie schon in der äußeren Daratellungs weise. So habe 
ich im Text und in den Figuren fast vollständig auf die Buchstaben 
verzichtet. Der Anfänger, besonders der Techniker, der nicht Fach- 
Mathematiker ist, wird erfahrungsgemäß von dem Studium eines Buches 
abgeschreckt, wenn er sich an der Hand des Textes durch eine mit 
Buchstaben durchsetzte Figur hindurcharbeiten soU; abgesehen davon 
gehen auch die Schönheit und Eleganz der deskriptiven Methoden in 
solchen Figuren leicht verloren. Außerdem ergibt sich noch der große 
Vorteil für den Studierenden, daß er durch die Unmöglichkeit, sich mit 
Hilfe der Buchstaben mechanisch an der Figur znrechtzutasteu, zum 
lüumUcben Denken in hervorragender Weise gezwungen wird. Sein 
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IV Vorwort. 

YorBtellungsvermÖgen wird also auf das lebhafteste gefördert. Dies ist 
mir auch von Seiten meiner Hörer, als ich während der letzten Krank- 
heit meines Vaters ihn in seinen Vorlesungen an der Technischen 
Hochachute zu Berlin Vertreten durfte, bestätigt worden. 

Durch das W^allen der Buchstaben entstanden fDr den Text in- 
sofern Schwierigkeiten, als die Gefahr der Schwerfälligkeit auftrat. Ich 
hoffe jedoch, mich QberaU klar ausgedrSckt za haben, and habe den 
Text prinzipiell da, wo die Methode entwickelt wird, breit und ausführ- 
lich gestaltet, während die Lösung von Aufgaben vielfach nur knapp 
— aber doch stets präzis — angedeutet wurde. Es bleibt also dem 
Leser noch ein gut StOck eigener Tätigkeit bei den Konstruktionen 
übr^; es dürfte aber gerade dieser Umstand dem Buche znm Vorteil ge- 
reichen, da ein produktives Arbeiten mehr Freude und Beft-iedigung bringt, 
als ein rezeptives — , als ein mechanisches Nachkonstruieren. 

Femer habe ich beim Zeichnen der Figuren dieses Lehrbnches mich 
auf das äußerste bemQht, allen Ballast von Konstruktionslinien zu ver- 
meiden, und die Figuren so einfach und klar wie irgendmöglicb zu gestal- 
ten. Dem VorBtellungaverm^en bin ich dann hänßg dnrch kleine per- 
spektivische Skizzen zu Hilfe gekommen. Mit wenigen Ausnahmen habe 
ich alle Figuren neu gezeichnet; vielfach waren Skizzen vorhanden. 

In dem vorli^enden ersten Bande sind die Grund- und AufriB- 
methode, die axonometriscbe Methode mit malerischer Parallelperspek- 
tive, die geometrischen Verwandtschaften, krumme Linien und Flächen 
behandelt. Aus der projektiven Geometrie ist nur das Rüstzeug zur 
Behandlung der Kegelschnitte und der Flächen zweiter Ordnung auf- 
genommen. Im zweiten Bande sollen die Anwendungen der besprochenen 
Methoden auf Zentralperspektive und Schattenkonstruktionen , die im 
ersten Bande grundsätzlich weggelassen sind, im Zusammenhange vor- 
getragen werden. 

Der VerlagsbuchhandluDg, welche die erste Anregung zur Heraus- 
gabe der Vorlesungen meines Vaters gegeben hat, spreche ich meinen 
besonderen Dank dafür aus, daß sie weder Kosten noch Mühe ge- 
scheut hat, um das vorliegende Buch wQrdig auszugestalten und um 
die Figuren in sauberer, schöner Ausführung dem Texte beizugeben. 

leb war mir von Anfang an bewußt, daß es mir nie gelingen werde, 
das Werk in eine so vollendete Form zu gießen, wie sie einst durch 
meinen Vater in Rede und Zeichnung geschaffen wurde. Unvergeßlich 
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Vorwort. V 

wird uns, seinen Scbüleni, der lebendige, geistvolle Vortrt^ des Lehrers, 
die Schönheit seiner Sprache und die wahrhaft künstlerische Art seiner 
Zeicbnuug bleiben. Trotzdem glaabe ich keine undankbare Arbeit ver- 
richtet zu haben. 

Möchte das Lehrbuch dazu beitragen, das Andenken an den geisti- 
gen Urheber ancb in die Zukunft hinein treu zu bewahren. Möchte es 
vielen Jüngern der darstellenden Geometrie eine Hilfe und ein Wegweiser, 
sowie auch dem in der Praxis stehenden Techniker stets ein brauch- 
barer und verläßlicher Berater werden. 

SchÖnlanke, den 26. Dezember 1911. 

ALPRED HAUCK. 
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L Teil. 

Die Grnnd- und Änfrißmethode und ihre Anwendung 
auf ebenflächige Gebilde. , 

L KapiteL 

Darstellnng Ton Fnnkten, Geraden nnd Ebenen 
dnrch Projektion. 

1. Projektionsmethoden, Wenn man durch alle Punkte eines 
Körpers Strahlen in vorgeschriebener Richtung zieht and diese zum 
Schnitt mit einer Ebene • — der Zeichenebeoe — bringt, ao bestimmen 
die Treffpunkte aller dieser Strahlen mit der Zeichenebene eine Figur, die 
man eine Projektion des Körpers auf diese Ebene nennt, während jeder 
Punkt dieser Figur die Projektion desjenigen Körperpunktes beißt, durch 
den der betreffende Strahl gezogen ist. 

Wird die Richtung der Projektionsstrablen dadurch bestimmt, daS 
sie alle durch einen Punkt — das Projektionszentrum — gehen, so heiSt 
die entstehende Projektion eine ZerUralpryektion. Sind alle Projektions- 
gtrahlen unter sich parallel, so heißt die Projektion FaraUelprojektion, 
nnd zwar sdiiefe, wenn die Strahlen auf der Projektionsebene schief — 
orthogonale, wenn sie auf ihr senkrecht stehen. 

Je nachdem es darauf ankommt, von einem Körper ein Bild zu er- 
halten, das denselben Eindruck auf das Auge hervorbringt wie der 
Körper selbst, oder darauf, in der Zeichnung möglichst die wahren Ab- 
messungen des Körpers zu besitzen, wendet man bald die eine, bald die 
andere Methode an. So bevorzugt der Techniker die orthogonale 
Parallelprojektion, während der Künsäer Zentralprojektionen konstruiert. 

Wir beginnen damit, die Methoden der orthogonalen Paraäelprojekfwm 
zu entwickeln. 

3. Dag Zweitafelsystem. Die Hanptausdehnungsrichtungen eines 
Körpers können im allgemeinen stets so gelegt werden, daß sie als 
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*' '■fir^BÜeif-j Tiefen- 'jud Höheiiricbtuiig bezeichnet werden können (Fig. 1). 
Da «ine Parallelprojektion einer ebenen Figor auf eine zn ihr parallele 
Ebene als eine Parallel rerschiebnng der Figur aufgefaßt werden kann, so 
ist jede Parallelprojektion einer ebenen Figar auf 
) zu ihr parallele Ebene kongruent mit dieser 
Figur. Daher erhält man bei einer orthogonalen 
Projektion eines Körpers, dessen Höben vertikal 
stehen, auf eine horizontale Ebene die Breiten- und 
Tiefenlinien des Körpers in wahrer Gestalt; die 
Höben dagegen projizieren sich alle je in einen 
Punkt, d. b. ihre wahre Länge ist aus der Pro- 
jektionsfigur nicht ableitbar. Um den Körper 
vollständig „darsnistäien" , ist es aber nötig, auch 
seine Höhen zu fixieren. Dieses wird am ein- 
fachsten erreicht, wenn man den Körper noch 
auf eine zweite Ebene projiziert, die ao liegt, daß 
sich Höben und Breiten — oder Höhen und 
Tiefen — in wahrer Größe projizieren, d. h. auf 
eine vertikale Ebene, die entweder parallel der Breitenrichtong oder par- 
allel der Tiefenrichtong liegt. 

Wir wählen (Fig. 2) eine vertikale Ebene, die parallel der Höben- 
und Breitenricbtung verläuft, und nennen sie kurz- 
weg die „Vertikcilehene'\ Auf sie projizieren wir den 
Körper ebenso wie auf eine „Horizotttalebene" ortho- 
gonal. Beide Ebenen stehen also aufeinander senk- 
recht und teilen den unendlichen Raum in vier 
Teile, da wir sie uns unbegrenzt vorstellen. Wir 
bezeichnen diese Räume als den vorderen oberen 
(I.), hinteren oberen (II.), vorderen unteren (111.) 
und hintereu unteren (IV.) Raum. Wenn irgend 
möglich wollen wir den Körper, der dareustellen ist, 
stets in den J. Eaum legen. 

Die Schnittlinie der beiden Projektionsebenen 
nennen wir die „Ächs^' oder den „Grundscknitt",; die 
Horizontalebene wird auch „Grundriß-", die Vertikalebene „Aufrißebene' 
genannt. 

Eine Projektion in der Grundrißebene hei&t „Givndriß", eine solche 
in der Aufrißebene „Aufriß". 

Da zum Zeichnen nur eine einzige Ebene zur VerfQgung steht, so 
dreht man eine der beiden Projektionsebenen um die Achse, bis sie mit 
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der anderen Projektionsebene zuaammenßLllt. Wir wollen etwa die Vertikal- 
ebene ^s Zeichenebene benatzen und schlagen die vordere Horüiontal^iene 
nach unten, also die hintere nacli oben, bis sie gleicb&Ua in die Zeichen- 
ebene fällt. 

Da wir uns den aufzunehmenden Edrper wenn irgend möglich im 
I. Ranme liegend denken wollten, so fallen seine Projektionen nur auf 
die nonmehr in der 
Zeichenebene oben lie- 
gende Vertikalebene 
bzw. Horizontalebene. ■ 
Sollten je Teile der 
Zeicbnong in die nun- 
mehr nnten liegende 
hintere Horizontalebene 

oder untere Vertikalebene fallen, so wollen wir diese Teile, um UiSver- 
ständnisse zu vermeiden, punktiert zeichnen. Fig. 3 zeigt z. B. einen 
Kreis, der in der Horizontatebene, und Fig. 4 einen Ereis, der in der 
Vertikalebene liegt. Beide Kreise schneiden die Achse. 



8. DarBtellüDg eines Punktes. Wir wählen einen beliebigen Punkt .i 
(Fig. 6) und projizieren ihn einmal auf die Tertikaie Ebene — diese Projettion 
heiße a' — und dann auf die horizon- 
tale Ebene — diese Projektion heiSe 
o. Endlich fällen wir noch Von a' 
und a Lote auf die Projektionsachse; 
dann ist ohne weiteres ersichtlich, 
daß diese beiden Lote denselben 
Punkt der Achse treffen. Schlägt 
man nun die Horizontalebene wieder 
in die Zeichenebene herunter, so 
geht aas dem Gesagten hervor, daß 

die Vertikal- nnd die Horizontalprojektion eines und desselben 
Punktes auf einer Linie liegen müssen, die senkrecht zur 
Achse steht; wir wollen das StQck derselben von der Achse 
bis a' die „Hühff' von A und das Stück von der Achse 1 
a die „Ordinate* von A nennen. 

Grtmdriß und Aufriß eines Punktes Hegen also auf einer 
Senkrechten eur Achse, oder Teure: sie liegen senkrecht unter- hew. über- 
einander. 

Beschränken wir uns auf den I. Raum, so stellt die Fig. 6a einen 
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Punkt in beliebiger L^e, Fig. 6b einen Punkt der Yertikalebene, Fig. 6c 
einen Punkt der Horizontalebene und Fig. 6d einen Punkt der Achse dar. 
^ Ein Punkt ist dann bestimmt. 

Kenn seine beiden Projektümen be- 
stimmt sind; einen Punkt sachen, 
heißt also, seine Projektionen suchen. 



r^ 



4. Darstellung einer Geraden 
darcli Projektion. Unter der Pro- 
a b c d jektion einer Geraden versteht man 

die Gesamtheit der Projektionen 
aller ihrer Punkte (Fig. 7). Die Projektionelote der letzteren bilden eine 
Ebene — die projteierende Ebene — , deren Schnittlinie mit der Pro- 
jektionsebene geradlinig ist; die Vertikal- und 
die Horizontalprojektion einer Geraden sind 
also geradlinig. 

Damit eine Gerade bestimmt ist, müssen 
beide Projektionen bestimmt sei«. 

Fig. 8a zeigt eine Gerade' in beliebiger 
Lage. Fig. 8 b eine Parallele zur Horizontal- 
ebene; ihre Vertikalprojektion ist parallel zur 
Achse. Fig. 8 c zeigt eine Parallele zur Ver- 
tikalebene, ihre Horizontalprojektion ist par- 
allel zur Achse. Fig. 8d zeigt eine Parallele 
zur Achse; beide Projektionen sind parallel 
zu ihr. Fig. 8e zeigt eine Senkrechte zur 
Horizontalebene; ihre Vertikalprojektion steht senkrecht zur Achse, wäh- 
rend sie sieh auf die Horizontalebene in einen Punkt projiziert. Fig. 8f 



endlich stellt eine Senkrechte zur Vertikalebene dar; ihre Horizontal- 
projektion steht senkrecht zur Achse, während ihre Vertikalprojektion 
in einen Punkt ausartet. 
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5. Bezieliniig«ii zwischen Punkt und Gerade. Aus dem Torigen 
Paragraplieii geht hervor, daB ein Punkt dann und nur dann auf einer 
Geraden liegt, wen» seine Projektionen auf de» gleichnamigen Prcjektionen 
der Geraden liegen. Umgekehrt geht eine Gerade dann und mtr dtmn 
dm-ch einen PunM, wenn ihre Projektionen durch die gleichnamigen Pro- 
jektionen des Punktes gehen. 

Hieraus folgt: Die Schnittpunkte der gleichnamigen Projektionen Mteeter 
sich sehneidender Geraden liegen senkrecht untereiwmder (Fig. 9). Ist 



'>C 




dieses Dicht der Fall, so stellen die Projektionen niemals zwei sich 
schneidende Gerade dar, sondern stets zwei Windschiefe (Fig. 10), d. h. 
zwei Gerade im Ranme, die weder parallel sind noch sich schneiden, 
soweit man sie anch Terlängem mag. 

Bei zwei windschiefen Geraden bt es häufig von Wichtigkeit, in 
jeder der beiden Projektionsebenen festzustellen, welche der beiden Ge- 
raden im Schnittpunkte ihrer gleichnamigen Projektionen von der anderen 
überdeckt wird. Um ihre g^enseitige Lage 
in der Horizontalebene zu untersuchen, lote 
man den Schnittpunkt ihrer Horizontalprojek- 
tionen hinauf auf die beiden Vertikalprojek- 
tionen (Fig. 11). Die beiden dadurch erhal- 
tenen Punkte seien a' und h'. Dann läuft _ 
im Schnittpunkte der beiden Horizontalpro- 
jektionen diejenige Gerade über der anderen 
her, deren Vertikalprojektion durch denjenigen 
der beiden Punkte a' und b' geht, der höher 
liegt, also von der Achse weiter entfernt ist; 
in der Figur ist es der Punkt V; somit läuft 
in der Horizontalprojektion die Gerade 2 aber der Geraden 1 her. 

Genau so si«llt man die gegenseitige Lage der Geraden 1 und 2 
för den Schnittpunkt ihrer Vertikalprojektionen fest. Zu diesem Zwecke 
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lotet man dieseD Fankt li«nmter auf die beiden Horizontalprojektioneo; 
man erhält dadarch die beiden Punkte c ood d. Im Schnittpunkt« der 
Vertikalprojektionen läuft dann diejenige Gerade vor der andern her, deren 
Horizontalprojektion durch den vorderen der Pnnkt« c and d geht, d. h. 
durch denjenigen, der den größeren Abstand von der Achse hat. In der 
Figur ist das der Paukt d\ es lanft also im betrachteten Punkte die 
Gerade 2' vor der andern her. 

Oa die projizierenden Ebenen zweier paralleler Geraden parallel 
Bind, und parallele Ebenen von einer dritten Ebene — der Projektions- 
ebene — in parallelen Linien geschnitten werden, so sind die gleieh- 
namiffen Projekiionen eweier paraUder Geraden gleichfalls parallel, und 
2' umgekehrt, wenn ho- 

^^„„■-^^ t' ^^^- ^^^— ■ wohl die Horizontal- 

„•""''''^ -" — \ Projektionen als auch 

, _^_^__^^^^^^^ ; die Vertikalprojektio- 

nen zweier Geraden 
unter sich parallel sind 
— ' aber anch nur 
dann — so sind die 
zugehörigen Geraden 
gleichfalls parallel (Fig. 12). Damit ist auch sofort die Aufgabe gelöst, 
durch einen gegebenen Punkt zu einer gegebenen Geraden eine Parallele 
EU ziehen (Fig. 13). 



6. Darstellnng einer Ebene durch Polygonprojektion. Da eine 
Ebene in ihrer Lt^e bereits durch drei Punkte bestimmt ist, jeder 
weitere Punkt ^o einer bestibimten Bedingung 
genügen mu2, um gleichfalls in der Ebene der 
drei ersten Punkte zu liegen, so dürfen auch 
nur von drei Ecken eines Polygons je beide Pro- 

jeUioaen willkürlich gewählt werden, während 

für jede weitere Ecke nur je eine Projektion be- 
liebig angenommen werden darf (Fig. 14); die 
zweiten Projektionen dieser weiteren Punkte 
müssen einer bestimmten Bedingung genügen, 
*■ damit die zugehörigen Ecken gleichfalls in der 

durch die drei ersten Ecken bestimmten Polygonebene liegen. Die ein- 
fachste Bedingung bierfilr ei^ibt sich aus der Überl^ung, daß die 
Diagonalen des Polygons sich schneiden müssen, nicht windschief sein 
dürfen. 
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Es seien also z. B. von einem Polygon drei Ecken je durch beide 
Projektionen gegeben, während you zwei weiteren Ecken nur die beiden 
Vertikalprojektionen festliegen, nnd es sollen die fehlenden beiden Hori- 
r^ntalprojektionen konstruiert werden (Fig. 15). Zu 
diesem Zwecke zeichne man die beiden Projektio- 
nen derjenigen Di^onale, die durch die drei fest- 
bestimmten Eckpunkte gezogen werden kann, und 
ziehe in der Horizontalprojektion durch den dritteii 
jestli^euden Punkt die beiden Diagonalen nach~ 
den beiden übrigen Ecken. Die dadurch in der 
Horizontalebene entstehenden beiden Diagonalen- 
Schnittpunkte lote man nunmehr herunter auf die 
Horizontalprojektion der ers^ezeichneten Dif^ona- 
len und ziehe durch diese Punkte Strahlen von 
der dritten gegebenen Ecke aus. Die Schnittpunkte 
dieser Strahlen mit den entsprechendes Ordinaten, die 
zu den Vertikalprojektionen der vierten und f^ften Ecke gehören, sind 
deren fehlenden Horizontalprojektionen. 

Unter besonderen Umständen artd eine Prej^ction eines Polygons in 
»ne gerade Lmie aus. So zeigt Fig. 16a ein Dreieck, dessen Ebene auf 
der Vertikalebene senkrecht steht; hier liegen die Vertikalprojektionen 
der drei Ecken auf einer geraden Linie. Ist das Dreieck außerdem parallel 





zur Horizontalebene (Fig. 16 b), so wird diese Gerade parallel zur Achse. 
Fig. 16c zeigt ein Dreieck senkrecht zur Horizontalebene; seine Horizontal- 
projektion artet hier in eine gerade Linie aus, die wieder parallel zur 
Achse wird, wenn das Dreieck parallel zur Vertikalebene liegt (Fig. 16dj. 

7. BeziehüBgen zwischen Fnnkt, Gerade and Ebene. Nach 
dem in Paragraph 5 Gesagten liegt eine G&-ade dann und nur dann in der Ebetie 
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etties Polygons, wenn ihre SchnätpurUde mit dem Umfange des Polygons 
in der Vertikaiebene senkrecht über den entsprechenden Schniüpunkien der 

Sorieontalprojektion lie- 
gen (Fig. 17). Iflt die- 
ses nictit der Fall, so 
wird die Polygonebene 
von der Geraden ge- 
achnitten. 

Damit ein Punkt 
in der Ebene eines 
Polygons liege, muß die 
ebenansgesprocteneBe- 
dingung fUr irgendeine 
durch denPunktgehende 
und in der Ebene liegende Gerade erfOUt sein (Fig. 18). Es spielt hier 
die gerade Linie eine vermUtdnde BoÜe itcische» Punkt und Ebene, und es 
sei gleich hier bemerkt, daß diese Vermittlang durch die Gerade bei 
allen Beziehungen zwischen Punkt and Ebene angezeichnete Dienste 
leistet. 

Um den Schnittpunkt einer Geraden und eines Polygons zu bestimmen, 
n über der Horizontal- 
i der Geraden eine ver- 
>ene auf und bestimme 
inittlinie mit dem Po- 
der Vertikalprojektion 
daß man die Schnitt- 
er Horizontalprojektion 
der Geraden mit der 

Horizon talp rojektion 
desPoljgonshinauflotet 
auf die Vertikalprojek- 
tion derselben Polygoß- 
seiten (Fig. 19). Die 
Verbindungslinie der 
dadurch erhaltenen bei- 
den Punkt« ist dann 
die Vertikalprojektion 
der Schnittlinie der Hilfsebene mit dem Polygon. Da in dieser Schnitt- 
linie auch der gesuchte Schnittpunkt der Geraden und des Polygons 
liegen muß, so ist der Schnittpunkt der Vertikalprojektion der Schnitt- 
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linie mit der Vertikalprojektion der Oeraden die Vertikalprojektion 
des gesuchten Punktes. Seine Horizontalprojektion erhält man durch 
Hemnterloten auf die HorizootalprojektioD der 
Geraden. Die Ermittelung des Teiles der Ge- 
raden, der durch das Polygon verdeckt wird, 
geschieht nach Paragraph 5, Fig. 11. 

Wenn die Gerade senkrecht auf eitter der 
heidenFr<^eHior^(^)ene»ii^i, z. B. der Horizontal- 
ebene (Fig. 20), 30 hat man nur durch den Punkt, 
in den sich in der Horizontalprojektiou die 
ganze Gerade projiziert, eine beliebige Hilfslinie 
in der Ebene des Polygons zn legen, deren 
Schnittpunkt mit der Vertikalprojektion der Ge- 
raden sofort den gesuchten Schiüttpunkt ergibt. 
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Die Lösung der eben beeprocbenen Äofgabe iat iosofeni von der 
größten Wichtigkeit, als sie bei allen Durchdringangsaufgahen fortgesetzt 
znr Anirendong kommt. Wenn z. B. die PnyekMonen ttceter sieh schnei- 
dender Polygone gegäten sind, imd es ist ihre SehnitUinie eu bestimmen 
(Fig. 31), so kann das nar dadurch geschehen, daß man die Kanten des 
einen Polygons daraufhin untersncht, ob sie in die Ebene des anderen 




einstechen — d. h. sie durchdringen — , und hierauf dieselbe Unter- 
suchung mit den Seiten des anderen Polygons in bezug auf die Ebene 
des ersten vomimmt. Hierdurch erlült man zwei Funkte, deren Ver 
bindungelinie die gesuchte Schnittlinie ist. Zur rollständigen Lösnng 
dieser Aufgabe gehört noch die Bestimmung derjenigen Fläckenstäcke jedes 
Polygons, die von dem anderen verdeckt werden. Es geschieht da- 
durch, daß man in einem Schnittpunkte der beiden PoljgOQum risse 
in einer— etwa der Horizontalprojektion— nach Paragraph 5, Fig. 11 bestimmt, 
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-welche Too den beiden Linien über der andern herläofL Wenn für einen 
sölclieQ Pnnkt auf diese Weise der Zweifel über sichtbar und unsichtbar 
behoben ist, so ist, wenn man Ton hier aas längs der Peripherie eines 
Poljgons bis zum nächsten Schnittpunkt bzw. bis znm nächsten Durch- 
dringungspnnkt hemmlätift, auch für diese Punkte der Zweifel ohne 
weiteres beseitigt. Ebenso Terfährt man in der Vertikalprojektion. 

Erwähnt sei noch, daß mau die Fuudamentalkonstruktion zur Auf- 
findung eines Durchdringungspunktes natürlich nicht fUr alle Seiten aus- 
znführen hat. Liegt t. B. eine Projektion einer Poljgonaeite gänzlich 
außerhalb des andern Polygons, so kann auf dieser natürlich kein Schnitt- 
punkt liegen. Außerdem beachte man, daß es entweder gar keinen oder 
zwei Punkte gibt. — Es sind ewei Arten von SchmtÜinien möglich, ent- 
weder durchsticht das eine Polygon die Fläche des andern, dann liegt 
die Schnittlinie ganz innerhalb des letzteren und verbindet zwei Um- 
fftngspnnkte des ersteren. Oder die beiden Polygone umklammem sich 
in ihrer Schnittlinie gegenseitig gabelförmig (Fig. 21), dann liegt auf 
jedem Polygonam&ng ein Punkt. 

8. Bestbnmiiiig der wftlir«D Länge einer Strecke nnd wahren Ge- 
stalt eines Polygons, um die wahre Länge einer Strecke AB (Fig. 22) 




zu bestimmen, beachte man, daß sie mit ihrer Horizontalprojektion ab 
ein Trapez bildet, dessen parallele Seiten gleich den Höhen der beiden 
Paukte Aund B sind. Man kann dasselbe dadurch in wahrer Gestalt er- 
halten, daß man es um ab in die Horizontalebene nach ab%^ umklappt, 
wobei aSI und 633 senkrecht auf ai stehen und d% gleich der Hfihe von A 
nnd bS9 gleich der Höhe von B ist; SS ist dann die gesuchte wahre 
Länge von AB. Zieht man noch 99S parallel zu ab, 30 erhält man in 
9ÜBIS ein rechtwinkliges Dreieck, dessen eine Kathete gleich der Hori- 
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zontalprojekttoD der gegettenea Strecke imd dessen andere Estliete gleicli 
dem Höhenanterscliied ihrer Endpunkte ist Uan erhält somit den höchät 
wichtigen Säte: Die wahre Länge einer Sirecke igt gleick der Hypotenuse 
eines redUwinkligen Breiecks, dessen Katheten die Sorieontalproj^ction der 
Strecke und der Bökenunterachied ihrer EndptmHe sind (Fig. 23). 

Ist eine Strecke parallel der Vertikalebette 
(Fig. 24), so hat man bereits in ihrer Vertikal- 




projektion ihre wahre Länge. Ebenso ist die Horitontalprojektion einer 
Strecke, die parallel etir Horizontalebene ist, gleich der wahren Länge 
derselhm (F^. 25). 

Wird eine Strecke AB durch einen Tunkt C gOeüt, so ist das Ver- 
hältnis der beiden Teilstrecken äassdbe wie dastjenige, in dem die Prqjek- 





Flg. Si. 



Honen des Teilpunkles c bew. c die Strecke a'b' beiv. ab teilen {Fig. 26). Es Folgt 
das daraus, daß die gleichnamigen Frojektioiisatrahlen unter sich parallel 
sind. Man kann hiervon dann mit Vorteil Gebrauch machen, wenn eine, 
z. B. die Horizontalprojektion einer Strecke, sehr steil zur Achse ge- 
richt«t ist nnd auf diese Projektion ein Teilpunkt von der zugehörigen 
Vertikalprojektion heruntei^elotet werden soll; dieses Lot schneidet dann 
die Horizontalprojektion unter einem spitzen Winkel — einen solchen 
Schnittpunkt wollen wir einen „langen Schnitff' nennen — , so daß der 
Punkt in der Horizontalprojektion nicht scharf bestimmt werden kann; er 
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muß dann, wenn es nicht auf andere Weise noch einfacher geht, mit 
Hilfe der obigen Beziehung genau bestimmt werden (Fig. 27). 

^ Soll auf einer Geraden von einem Punkte A ans, dessen 

beide Projektionen a und a' gegeben sind, eine Sirecke s ab- 
getragen werden (Fig. 28), die nur ihrer wahren Länge 
nach bekannt ist, BO klappe 
man zunächst eine be- 
liebige Strecke ab, a'b' 
in derselben Weise wie 
zu Beginn dieses Para- 
grapheu in die Horizon- 
talebeue nach 99) um, 
trage tod 9 ans die ge- 
gebene Strecke s bis 6 
ab und klappe nunmehr 
durch Ziehen zweier Lote 
den Punkt S wieder zurück nach c bzw. c'. 

Um die wahre Gewalt eines Polygons aus seinen beiden Projektionen 
zu ermitteln, zerlege man dasselbe durch Ziehen der Diagonalen von 
einer Ecke aus in lauter Dreiecke und bestimme der Reihe nach deren 
wahre Gestalt dadurch, daB man die wahren längen ihrer Seiten er- 
mittelt. — Andere Metboden zur Bestimmung der wahren Gestalt eines 
Polygons werden wir noch in Paragraph 19, An^be 2 durch Umklappen des 
Polygons in eine der beiden Projektionsebenen und in Par^raph 21 durch 
Drehen desselben in eine parallele Lage zu einer der beiden Projektions- 
ebenen kennen lernen. 

Liegt ein Polygon paraUd mir Horizontalebene, projiziert es sich also 
in der Yertikalebene als gerade <y-' o o 

Linie parallel zur Achse, so hat 
man in seiner Horigontalprajek- 
tion bereits seine wahre Gestalt 
(Fig. 29). Menso hat man be- 
reits m äer Vertikalprojektion 
eines Polygons seine wahre Ge- 
staU, wenn es parallel zur Ver- --■ — ..» — 

tikaidene liegt, seine Horizontalprojektioa sich also als gerade Lin 
parallel zur Achse darstellt (Fig. 30). 
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n. Kapitel 

DarBtellnng Ton Geraden und Ebenen durch Spuren. 

9. Die Spuren einer Oeraden. Verlängert man eine Gerade, bü 
sie die Projektionsebenen schneidet, so nennt man diese Durchstoßpankte 
ihre „Hbritontal- bzK. Veritkalspar^ (Fig. 31). 

Es ei^bt sich sofort die Aufgabe, die Spuren einer Gercukn, deren 
Projdctione» gegeben sind, eu bestimmen (Fig. 32). Ans Fig. 31 erkennt 



^^^^^ 




man, daß die Horizontalspur einer Geraden senkrecht nnter dem Schnitt- 
punkt ihrer Yertikatprojektion mit der Achse, und daß ihre Vertikal- 
spur senkrecht über dem Schnittpunkt ihrer Horizontalprojektion mit 
der Achse liegt. Damit ist auch sofort die umgekehrte Aufgabe gelost, 
die Projektion einer Geraden aus ihren Spuren zu bestimmen. Man hat 
nur ihre Spuren auf die Achse zu loten und die Fußpnnkte dieser Lote 
je mit der anderen Spur zu verbinden. V 

Liegt eine Gerade paraUel der Borizontalehene, so fallt ihre Hori- 
zontalepur ins Unendliche (Fig. 33). Ebenso fällt die Vertikalapur einer 




Fig. S6. 

Geraden, die paralld zur Vertikalebene liegt, ins Unendliche (Fig, 34). 
Endlich liegen die Spuren einer Geraden parallel zur Achse beide im Un- 
endlichen (Fig. 35). 
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10. Die Spuren 
einer Ebene. Die 

DurchsclmittBlmiea 
einer Ebene mit den 
beiden Projektionsebe- 
nen heißen ihre „Ver- 
tikal- bno. ihre Bori- 
gontalspur*'. SieBchnei- 
den sich in einem 
Punkt der Achse 
(Fig. S6). 

Steht eine Ebene 
senkrecht aaf der Ho- 
rixontalebene (Fig. 37), 
so steht »Are Vertikal- 
spur senh-eckt auf der 
Achse, ebenso steht die 
fforieontalspur einer 
Ebene, die senkrecht 
auf der VerHhü^)ene 
steht (Fig. 38), «e»ifc- 
re<^ eur Achse. Ver- 
läuft eine Ebene par- 
allel sur Achse, so sind 
beide Spuren der Ebene 
parallel {Fig. 39). Geht 
äne Ebene durch die 
A(^e selbst hindurch, 
so fallen beide Spuren 
in die Achse hinein 
(Fig. 40); um eine 
solide Ebene festzw 
legen, muß nocft min- 
destens einer ihrer 
Pwikte außerkalb der 
Achse durch seine Fro- 
jefdionen gegthen sein. 
Es sei gleich hier 
bemerkt, daß man eine 
durck ihre Spuren ge- 
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gebene Ebene auch auffassen kann als ein Polygon, Ton dem eine Seite — die 

Vertikalspnr — in der Yertikalebene, eine anstoßende Seit« — die Ho- 
rizontalspar — in der Ho- 
9 rizontalebene liegt^ und 

dessen Obrige Seiten als 
nnwesentlicb nicht ge- 
zeichnet sind. Durdi diese 
Auffassung hinn man 
ohne weiteres die Konstruk- 
tionen, die für ein Pdygon 
t sind, auf eine durch ihre Spuren gegebene Ebene iätertragen. 

Je eine Projektion der beiden Folygonseiten — Spuren — liegt in der 

Achse. 

11. Bezlehangen zwischen Gerade and Ebene. Aus der am 

Schlüsse des vorigen Paragraphen angegebenen Auffassung einer durcb 
ihre Spuren gegebenen Ebene als Polygonprojektion ei^ibt sich sofort, 
daß eine Gerade dann und nur dann in einer Ebene liegt, wenn iJire 
Spuren auf den gleichnamigen iSpuren der Ebene liegen, und umgekehrt, 
daß eine Ebene dann und nur dann durch eine Gerade hindurchgeht, 
wenn ihre Spuren durch die gleidinamigen Spurm der Geraden htndurt^elien 
(Fig. 41). 

Da die S<^niitlinie zweier Eben&i diesen gemeinsam ist, so müssen 
die Spuren der Schnitt^raden gleichzeitig auf den gleichnamigen Spnren 
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beider Ebenen liegen, d. h. die Schnittpunkte der Spuren der Ebenen sind 
die Spuren ihrer Schnittlinien (Fig. 42). 

Die gleichnamigen Spuren ztveier paralleler Ebenen sind paraUd 
(Fig. 43). 
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12. Beziehnngen zwischen Pnnkt and Eltene. Zwischen PunlU 
und Ebene ist auch hier die Gerade Vermitäerin. Ein Punkt liegt aleo 
dann land nur dann in «iner Ebene, wenn er axif einer Geraden inner- 
halb der Ebene liegt, nnd amgekehrt (Fig. 44). Liegt daher eine Ebene 
dorch Spuren gezeichnet vor, so darf man von einem ihrer Punkte nur 





eine Projektion wiUhärlich wählen, die andere Projektion ist dann darch 
die aasgesprochene Bedingung bestimmt. Dabei vereii^acht aich die Kon- 
straktion dieser zweiten Projektion dadurch, daß man nicht eine belie- 
bige Gerade, sondern eine ,ßpurparaüd(f' benutzt, d. b. eine Gerade, die 
entweder der Horizontalspur (Fig. 45) oder der Vertikalspur (Fig. 46) 




der Ebene parallel ist; im ersten Falle ist die Horizontalprojektion der 
Geraden paraUel der Horizizontalepur der Ebene und die Vertikalpro- 
jektion der Geraden parallel der Achse; eine Sparparallele zur Vertikal- 
spur der Ebene projiziert sich dagegen so, daß ihre Vertikalprojektion 
parallel znr Vertikalspur der Ebene und ihre Horizontalprojektion parallel 
zur Achse ist. 

IS. AnwenduDgea. 

1. Aufgabe: Es soU durch einen Punkt i 
einer gegAenen Ebene paraUel ist. 

HiQDk: Dmrilvllsnd« Oomatilc. L 



e Ebene gdegt werden, die 
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Lösung: Man l^e io die 
gegebene Ebene eine beliebige 
Gerade, ziebe dorcli den Paukt 
eine Parallele dazu ond darcb die 
Sparen der letzteren die Sporen 
der gesachten Ebene par&llel za 
den gleicbnunigen der gegebenen. 
— Eine Vereinfachung kann man 
durch Benatzang einer Sparpar- 
allelen erzielen. Dabei erübrigt 
sich die Zeichnong derselben in 
der gegebenen Ebene (Fig. 47). 

S.Awfgabe: EssoUderSdtnil^tmktdreierEbettmbestimmlwerden(f ig.^). 
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Lösung: Man l>estimDie die drei Soliaittliuieii je zweier Ebenen; 
ihr gemeinsamer Scimittpunkt ieb der gesuchte Schnittpunkt der drei 
Ebenen. 

Es genügt natBrlich die Konstruktion nur zweier Schnittlinien; doch 
ist es empfehlenswert^ als Genanigkeitsprobe auch die dritte zu zeichneQ: 
eie muß durch den Schnittpunkt der beiden ersten hindurchgehen. Eine 
weitere Genauigkeitsprobe liefert die Bedingung, daß die beiden Projek- 
tionen des Schnittpunktes senkrecht untereinander liegen mOssen. 

3. AufyeAe : Ea soll eine Ebene durch drei Funkte gelegt werden (Fig. 49). 




Lösung: Man ziehe die drei Verbindungslinien der Punkte und lege 
durch zwei der Linien eine Ebene; diese muß dann auch durch die dritte 
Linie gehen, was als Genauigkeitsprobe dienen kann. 
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4. Aufgabe: Es soll der ScAnittpankt einer Geraden mit einer Ebene 
bestimmt werden (Fig. 50). 

Lösung: Dieae höchst wichtige KoDBtmktion bt genau dieselbe wie 
die {&! den Schnittpunkt eines Polygons und einer Geraden angegebene; 
man erricht« also Dber der Horizontal' 
Projektion der Geraden eine Yertikalebene ; 
ihre Eorizoatalspnr fällt mit der Hori- 
zontalprojektion der Geraden zusammen, 
während ihre Yertikalspor anf der Achse 
senkrecht steht Letztere Spar bringe 
man zum Schnitt mit der Yertikalspnr 
der gegebenen Ebene; der Schnittpnnkt 
ist die Vertikalspur der Linie, in der 
" sich die Hilfsebene und die g^ebene 
Ebene schneiden. Die Horizontalspur 
derselben Schnittlinie ist der Schnitt- 
punkt der Horizontalspuren 'beider Ebe- 
nen. Geht man von diesem senkrecht 
hoch bis zur Achse, and ' verbindet man 
den Fußpunkt dieses Lotes mit der Ver- 
tikalspur der Schnittgersden, so erhält 
man die Vertikalprojektion der letzteren. 
Ihr Schnittpunkt mit der Vertikalprojek- 
tion der gegebenen Geraden ist die Vertikalprojektion des gesuchten 
Schnittpunktes. Seine Horizontalprojektion erhält man schließlich noch 
durch Herunterioten auf die Horizontalprojektion 
der Geraden. 

Steht die Gerade senkrecht auf einer 4er 
Projektionsebenen, z. B. der Horizontalebene, so 
. lege man durch die Gerade eine beliebige vertikale 
Ebene (Fig. 51). 

14. Senkrechte Lage einer Geraden xa 

einer Ebene. Daraus, daß ein rechter Winkel, 

dessen einer Schenkel der Projektionsebene parallel 

ist, sich wieder als ein rechter Winkel projiziert (Fig. 52), folgt sofort, 

daß die Projektion einer Geraden, die senkrecht auf einer Ebetie steht, 

senkrecJit auf der Spur der Ebetie ist (Fig. 53). 

Ist daher von einem Punkte auf eine Ebene, die durch ihre Spuren 
gegfhen ist, ein Lot zu fällen, so Itat man nur von der Projektion des 
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JPtmkles Lote auf die gleiiAnamigen Spuren der Ebene eu fäUen; die durch 
diese Lote dargestellte Qersde steht dazin senkrecht auf der Ebene 
(Fig. 54). 




let die Ebene nicht durch ihre Spuren, sondern durch die Prt^jektio» 
» Polygons gegeben, so ist es nicht nötig, seine Spuren zu be- 
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stimmen; es genügt, ewei SptirparalMen dadurch §u ermitUi», da& man 
das Polygon sowohl dnrcli eine Ebene parallel zur Vertikalebene, als 
auch dnrch eine eolch« parallel zur Horizontalebeae schneidet (Fig. 55); 
dabei legt mau diese beiden Hilfsebenen zweckmäßig durch eine Ecke 
de« Polygons. 

15. Anwendangen. 

1. Aufgdbe: Es soll durch einen Punkt eine Ebene senkrecht mu einer 
Geraden gdegt werden (Fig. 56). 

Lösung: Man lege durch den Punkt eine Spurparallele zu der Hori- 
zontalspur der gesuchten Ebene; die Horizontalprojektion dieser Spar- 
paraUelen steht dabei senk- 
recht zu der Horizoutal- 
projektion der gegebenen 
Geraden. Durch die Ver- 
tikalspur der Hilfsgeraden 
gebt dann die Vertikalspur 





der gesuchten Ebene senkrecht zur Vertikalprojektion der gegebenen Geraden. 
2. Aufgabe: Es soU von einem Punkte eine Senkrec/Ue auf eine Ge- 
rade gefällt werden (Fig. 57). 

Zofiunc?: Man legedurchdenPunkteineEbeneBenkrechtzu der Geraden, wie 
in der ersten Aufgabe dieses 
Par^raphen angegeben, und 
bestimme den Schnittpunkt 
dieser Ebene mit der Geraden. 
Die Verbindungslinie des- 
selben mit dem gegebenen 
Punkte ist das gesuchte Lot.^ 
— Ist die Gerade parallel 
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einer Projektioneebeae, bo kaon m&a nach dem Anfang des rorigen 
Paragraphen die Senkrechte direkt ziehen (Fig. 68). 

3. Aufgabe: Dwch eine Gerade soU eine Ebene gelegt werden, die 
senkreeJU auf einer anderen Ebene steht (Fig. 59). 

Lösung: Man fälle tod einem beliebigen Punkte der Geraden «in 
Lot auf die Ebene und lege durch die Spuren desselben und die Sputen 
der Geraden die Spuren der gesuchten Ebene. 




16. Umklappen and Drohen von Ebenen, die senkrecht auf 
einer Projektionsehene stehen. Befindet sich in einer Ebene, die senk- 
recht zur Horizontalebene liegt, ein Punkt, so findet man nach Üm- 
Mappung der Ebene um ihre Horizontalspur dessen neue L^e dadurch, 
daß man die Höhe desselben von der bei der Umklappung liegen geblie- 
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benen Honzontalprojektion des Faiikt«B aas Benkrecht zar UrnUappaiiga- 
spur abt%t (Fig. 60). 

Dr^ man dieselbe Ebene um ihre Vertikalspar in die Vertikal- 
ebene, Bo beeclireibt dabei die Horizontalprojektion des Fonktes eineo 




FJg. tt. ■ Fig. OS. b 

Kreiabogen um den Scbeitelpuakt des Spurwinkele. Lotet man den 
Schnitt dieses Kreisbogens mit der Achse hinauf bis zum Schnitt mit 
einer durch die Vertikalprojektion des Punktes gezogenen Horizontalen, 
so hat man in diesem Schnittpunkte die gedrehte Lage des Punktes in 
der Vertikalebene. Dabei kann man am einen spitzen oder um eineo 
^. stumpfen Winkel drehen (Fig. 61). 

.^.. Entsprechend sind die Kon- 

\ struktionen für eine Ebene, die 
> senkrecht zur Vertikalebene steht, 
"t* und die entweder in die Vertikal- 
I ebene um ihre Vertikalspur um- 
I geklappt (Fig.62) oder in die Hori- 
I zoDtalebeneumihreHorizontalsptir 
j[ gedreht werden soU (Fig. 63); 
doch benützt man diese Kon- 
struktionen seltener. 



%'O-Q-— 
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N'ach dem Gesagten bietet auch die Dräivng eines Punktes um eine 
Gerade, die senkrecht auf der Horizontalehene steht in eine Ebene par- 
allel zur Vertibalebene (Fig. 64) und ebenso das Drehen eines Punktes 
um eine Gerade, die senkrecht auf der Yertikalebene steht in eine zur 
Horizontalebeue parallele Ebene (Fig. 65) keine Schwierigkeit mehr. 

17. AnTrendnngen. 

1. Aufgabe: Es soU der Horigontal- und der Vertthalneiffungsmnkd 
einer Geraden bestimmt werden. 

Lösung: Um den 
H orizontalnei gnn gs- 
winkel einer Oeradeu 
zu bestimmen, drehe 
man entweder die durch 
die Gerade gehende 
vertikale Ebene um ihre 
Vertikalspnr in die Ver- 
titalebene (Fig. 66), 
oder man klappe die- 
selbe Ebene um ihre 
Horizontalspur, d. h. 
um die Horizontalpro- 
jektion der Geraden in' 
die Horizontalebene 
(Fig. 67). — Den Hori- 

zontalneignngswinkel einer Geraden parallel zur Yertikalebene hat man 
in dieser direkt (Fig. 68). 

Um den Vertikalneigungswinkel einer Geraden zu bestimmen, drehe 
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man entweder die durch die Gerade hindurchgehende auf der Vertikal- 
ebene senkrecht stehende Ebene nm ihre Horizontalspur in die Hori- 
zontalebene (Fig. 69), oder man klappe dieselbe Ebene um ihre Vertikal- 
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spar in die Vertikalebene (Fig. 70). — Den VertikalDeigongBwiukel einer 
Geraden parallel zur Horizontalebene hat man in dieser direkt (Fig. 71). 




2. Aufgahe: Von einer Geraden ist die waJtre Entfernung ihrer Spuren 
und sind die beiden Neigungswinkel geg^K»; man soü ihre Projetdionen be- 
^immen (Fig. 72). 

Lösung: Ist P' Q die gegebene Strecke, so kann man aus dem recht- 






winkligen Dreieck P'q'Q die Vertikalprojektion der Geraden P'q' and 
den Ä})Btand der Horizontalspur der Geraden von der Achse Qq' finden; 
ehenso kann man aus dem rechtwinkligen Dreieck P'Qp die Horizontal- 
Projektion der Geraden und den Abstand ihrer Vertikalspur von der 
Achse P'p finden. Aus diesen 
vier Strecken läßt sich die Pro- 
jektiousfigur leicht 



3. Aufgabe: Es soll der Ab- 
stand zweier durch ihre Spuren 
gegebenen parallelen Ebenen be- 
stimmt werden (Fig. 73). 

Lösung: Man schneide die 
beiden Ebenen durch eine dritte, 
die senkrecht auf ihnen steht, 
also etwa durcli eine Ebene, die 
senkrecht auf der Horizontal- 
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«bene und senkrecht aaf den g^ebenen Horizontalspnren steht, und 
klappe diese Ebene samt ihren Schnittlinien mit den gegebenen Ebenen 
in die Horizontalebene um, so ist der Abstand dieser umgeklappten 
Schnittlinien auch der Abstand der Ebenen. 

4. AufgcAe: Es soU der Hontontal- und der VerUkcUneigungsmnkel 
einer Ebene bestimmt werden. 

Lösung: Zur Bestimmung des Horizontalneigungswinkels (Fig. 74) 
schneide man die gegebene 
Ebene mit einer vertikalen 
Hilfsebene, die eenkreclit auf 
der Horizontalspor der E bene 
liegt, d. h, mit einer Ebene, 
deren Vertikalspur senk- 
recht zur Achse und deren 
Horizontalspur senkrecht 

zur Horizontabpur der gegebenen Ebene ist. Ans dieser Hilfsebene wird 
durch die beiden Projektionsebenen und die g^ebene Ebene ein recht- 
winkliges Dreieck — ,/ias Neigungsdräechf — herausgeschnitten, in 
welchem der an der horizontalen Kathete gelegene Winke] der gesuchte 
Horizontalneigungswinkel der Ebene ist. Dieses Neigungsdreieck drehe 
man entweder in die Tertikaiebene oder klappe es in die Horizontal- 
ebene am. 

Zur Bestimmung des Yertikalneigougswinkels verfährt man ähnlich; 
das Neigungsdreieck steht hier senkrecht auf der Yertikalebene und 
senkrecht auf der Vertikalspur der gegebenen Ebene (Fig. 75). 

S.^Äufyabe: Es soll durch eine Gerade eine Mene gdegt werden, 
deren MongontalneigungswitikA gegeben ist (Fig. 77). 




Lösung: Es sei vorweg bemerkt, daß eine Tangentialebene an einen 
geraden Kreiskegel, der auf der Horizoutalebene aufsteht, den Basiswinkel 
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des Eegeb als HorizoDtalneigungswinkel hat, UBii da£ ihre Horizontal- 
spnr Tangeaf« an den Grondkreia des Kegels ist (Fig. 76). Znr Löanng 
der gestellten Aufgabe stelle man demnach einen geraden Kreiakegel mit 
dem Terlangtea Neigungswinkel als Basiswinkel so auf die Horizontal- 




ebene, daß seine Spitze in der Geraden, zweckmäßig in ihrer Yertikal- 
spur, liegt. Die Mantelünte des Eegels, die in der Yertikalebene li^t, 
bildet daher mit der Achse den gegebenen Winkel, und der FuBpunkt 
des Ton der Vertikalspur auf die Achse gefällten Lotes ist der Mittel- 
punkt des Grundkreises. Die Horizontalspur der gesuchten Ebene maß 
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dann Tazigente an den Orundkreis des E«g«lB Bein und dnrch die Hori- 
zontalepur der Geraden geben. 

6. Äufgüäx: Als Anwendung der vorigen Aufgabe sdl ein Aufstieg 
auf einen Damm konstruiert werden. Gegeben sei die Breite der Krone 
des Dammes; seine Böscbung sei 2:3; ferner sei die Breite des 
binanf fahrenden Weges gegeben und seine lin^e Ecke in der Ge- 
läudeebene. Das Neigungaverbältnis des Weges sei 1:5 nnd seiner 
Böschungen 2:3 (Fig. 78). 

Konstn^ion: Der Einfachheit halber zeichne man den Erddamm 
so, daß seine Ricbtong senkrecht anf der Tertikalebene steht; die Hori- 
zontalebene sei die Geländeebene. Dann bietet die Konstruktion des 
Dammes keine Schwierigkeit; er projiziert sich in der Yertikalebene als 
gleichschenkliges Paralleltrapez, dessen Höhe Vgmal so lang ist als die 
Horizontalprojektion seines Schenkels. 

Von dem Aufstieg zeichne man zunächst die Projektion des Weges 
dadurch, daß man um seine gegebene Unke Ecke mit dem fOnffachen 
Betrage der Dammhöhe einen Kreis schlägt, dessen Schnitt mit der 
rechten Kronenkante des Dammes die linke obere Ecke des Weges be- 
stimmt; hierauf TerrollstSndige man die Horizontalprojektion des Weges 
zu einem Rechteck, dessen Breite gleich der gegebenen Wegbreite ist. 
— Nunmehr legt man durch die beiden Wegkanten Böschungsebenen 
unter dem Neigungsverhaltnis 2 : 3. Diese mQssen nach der vorigen 
Aufgabe Tangentialebenen je an einen von zwei Kegeln sein; ihre Gmnd- 
kreise liegen in der Horizontalebene, und ihre Radien sind gleich % ^^^ 
Dammhöhe; ihre Spitzen liegen in den beiden oberen Ecken des Weges, 
so daß also die Mittelpunkte der Grundkreiae die Horizontalprojektionen 
der oberen W Recken sind. An diese Kreise zieht man durch die 
unteren Wegecken je eine Tangente bis zum Schnitt mit der rechten 
Fnßkante des Dammes; den linken dieser Schnittpunkte verbinde man 
noch mit der linken Eronenecke des Weges und ziehe endlich durch die 
rechte Kronenecke desselben eine ParaUele zu der rechten Tangente bis 
zum Schnitt mit der rechten Kronenkante des Dammes; diesen Punkt 
hat man noch mit dem Schnittpunkte der rechten Tangente und der 
Fußkante des Dammes zu verbinden. 

Die Vertikalprojektion ergibt sich einfach durch Hinaufloten der 
vier Wegecken in die ihnen zukommende Höhe. 

18. UmkUppen einer beliebigen Ebene. Um eine beliebige 
Ebene, in der ein Punkt A liegt, um ihre Horizontalspur in die Hori- 
zontalebene umzuklappen und die umgeklapple Lage des Ptmkies A zu 
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bestimmen (Fig. 79), denken wir ans ein recbtwiokligefl Dreieck so 
liegend, daß seine eine Kstbete das Lot von Ä auf die HorizoutalebeDe 
iat, während die andere Kathete von dem Lote gebildet wird, das von 
der EorizontalprojektioD des Punktes A auf die Horizontalspar 
der Ebene gefällt ist. Die Hypotenuse Ab dieses Dreiecks liegt 




dann in der gegebenen Ebene und steht gleichfalls auf ihrer Horizontal- 
spur senkrecht. Die TJmklappung ä von A ist dann tou b aus senk- 
recht zur Horizontalspur der Ebene um die Hypotenuse Ab entfernt. 
Um ihre Lange zu bestimmen, drehe man das Dreieck — „d<is 
NeigttngsdreiecJif' — entweder um die vertikale Kathete, bis es parallel 




zur Vertikalebene liegt, oder man klappe es um die horizontale Kathete 
in die Horizontalebene. — Die Vertikalspnr der Ebene wurde bei 
dieser Konstruktion nicht benutzt; durch die Horizontalspur und den 
Punkt A ist ja auch die Ebene bereits eindeutig bestimmt. 

Entsprechend ist die Konstruktion der Umklappung eines Punktes 
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um die Tertikalsptir der Ebene in die Vertikalebeae. Das Neignngsdrei- 
eck steht hier aenkrecht auf der Tertdkalebene und der Vertikalspur 
der gegebenen Ebene (Fig. 80). 

Um eine Gerade etwa um die Horizontaigpur einer durch sie hin- 
durchgehenden Ebene in die Horizontalebene umzuklappen, genügt es, 
zwei ihrer Paukte nmzuklappen. Die Konstruktion für einen dieser 
Punkte kann man mit Rücksicht darauf ersparen, daß die Horizontalspur 
der Geraden auf der Horizontalspur der Ebene liegt Dieser Spurpunkt 
bleibt also bei der ümkl(y>pung liegen; ab zweiten Punkt wählt man 
zweckmäßig die Vertikalspur der Geraden (F^. 81). 

Bezeichnet man die Projektion einer Geraden, bzw. eiiieB Punktes, 




und die TJmklappuug der Geraden, bzw. des Punktes, „als zwei entspre- 
chende Geraden", bzw. zwei „entsprechende Punkte", — so beachte man da- 
her stets, daß ewei entsprechende Punkte mif einer Senkrechten ew Um- 
klappm^sspur Hegen, und daß ewei entsprech&ide Geraden sich auf der 
JJmklappimgsspur scJmeiden müssen. Namentlich für Genauigkeiisprdben 
sind diese beiden Beziehungen häufig sehr wichtig. 

Auch dann kann man von diesen beiden Sätzen zweckmäßig Gebrauch 
machen, wenn ea sich darum handelt, mehrere Punkte derselben Ebene umzu- 
klappen. Die Ausführung der Konstruktion mit Hilfe des Neigungsdreiecks 
ist dann nur für einen PunlU notwendig, während man die Umklappung 
jedes weiteren Punktes bequemer dadurch findet, daß man durch ihn und 
den ersten Punkt eine Gerade legt, durch den Schnitt derselben mit 
der Umklappungsspur und durch die Umklappung des ersten Punktes die Um- 
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klappting der Geraden zieht und suf sie 
den zweiten Punkt hinaberlotet (Fig. 82). 

19. Anwendongen. 

1. Aufgabe: Es soll der Winkel sweier 
Geraden bestimmt werden (Fig. 83). 

Lösung: Man bestimme die Horizoo- 
talapar derjenigen Ebene, die durch beide 
Geraden hindurch geht; sie geht durch 
die HorizoD talspuren der Geraden hindurch ; 
um die Spur der Ebene klappe mau die 
^ ' beiden Geraden dadurch um, daß man 

ihren Schnittpunkl; umklappt und seine Umklappnng mit den Spuren der 
Geraden verbindet. 
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2. Aufgabe: Es soU die wahre Gestalt eines Polygons durch üm- 
Happen hestimmt werden (Fig. 84). 

Lösung: Man klappe mit Hilfe des Neigungsdreiecbs nur einen Eck- 
punkt um und bestimme die Umklappungen der anderen Eckpunkte auf 
die am Schlusae des vorigen Paragraphen angegebene Weise. Als 6e- 
nanigkeitsprobe ist es zweckmäßig, ancb fBr die fibrigen Punkte die 
Keigungedreiecke zu zeicbnen; ihre Hypotenusen müssen alle parallel 
sein, da sämtUcbe Dreiecke 
den HorizontalneiguDga- 
winkel des Polygons ent- 
halten. 

3. Aufgabe: Es soU 
die Entfernung eines 
Punktes von etner Ge- 
raden bestimmt werden 
(Fig. 85). 

Lösung: Man lege 
durch den Punkt und die 
Gerade zunächst eine be- 
liebige Hilfsgerade, klappe 
diese samt der gegebenen 
Geraden nach der ersten 
Aufgabe dieses Paragra- 
phen um, bestimme durch 
Fällen eines Lotes die um- 
geklappte Lage des ge- 
gebenen Punktes auf der 
umgeklappten Hilfsgera- 
den und fälle in der 
Umklappung ein Lot von 
ihm auf die gegebene 
Gerade; den Fußpnnkt 

lote man wieder zurück auf die beiden Projektionen der gegebenen Ge- 
raden. 




30. ZarücUl&ppen beliebiger Ebenen. Um die Projektion eines 
Punktes einer durch ihre Spuren gegebenen Ebene zu bestimmen, wenn 
von diesem nur die umgeklappte Lage bekaimt ist, bestimme man eu- 
näcfist in einem beliebigen Hilfsneigungsdreieck den Neigungsuinld der 
Ebene (Fig. 86). Mit Hilfe dieses Winkels bestimme man das spezielle 
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Neigungsdreieck des ttmgeUapplen 
Punktes. In den Katheten dieses 
Dreiecks bat man dann die Entfer- 
OQDg der HorizontalprojebtioD des 
Punktes tob der Umklappnngsspar 
— „das TJmklappang§lot" — so- 
wie die Höbe dea Punkt««. 

Als Beispiä für diese Kon- 
straktion soOen die Projekiüme» 
eines regelmäßigen Sechseäcs gefun- 
den werden, von dem die beiden 
Projektionen einer Seite und der 
Hori»<mt€Üneigungswinkä seiner 
Ebene gegeben sind (Fig. 87). Zu 
"'' " diesem Zwecke bestimmt man za- 

nächst die Horizontalspnr der SecbsecksebeBe dadurch, daß man darch 
die Horizontalspur der gegebenen Seite eine Tangente an den Orund- 
kreis eines auf der Horizontalebene stehenden geraden Kegels, der den 
gegebenen MeigoDgswinkel 
als Basiswinkel enthSlt, und 
dessen Spitze aaf der Gera- 
den, etwa in ihrer Vertikal- 
Bpur liegt, zieht. Um diese 
Spur klappt man die Sechs- 
eckseite um und zeichnet 
der Umklappung das 
regelmäßige Sechseck. Durch 
ZurOckklappen erhält man 
die Horizontal Projektion. Die 
Ecken der Vertikalprojektion 
ei^ben sich mit Hilfe ihrer 
NeiguDgsdreiecke. 

21, Drehen einer 
EI>eDe am eine horizon- 
tale Gerade In horizon- 
tale Lage. Soll ein Funkt 
um eine horizontale Gerade 
gedreht werden, bis er mit 
der Geraden in einer kori- 
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gotüalen Ebene liegt, so verbindet man die 
Gerade und den Funkt durch ein Lot, dessen 
Horizontalprojektion senkrecht zur Horizon- 
talprojektioQ der Geraden liegt (Fig. S8). 
Betrachtet man dann die Yertikalprojektion 
der Geraden als Hüfsprojektionsachse, dnrch 
die eine Hilfehorizontalebene gelegt ist, so 
ei^ibt sich die Konstruktion fUr diese Hilfe- 
ebene ohne weiteres. Da die ureprQng- 
liche Horizontalebene senkrecht anter der 
Hilfshorizontalebene liegt, so ist die ge- 
BQchte Projektion des gedrehten Punktes 
dieselbe wie in der Hilfshorizontalebene. 

Von dieser Konstruktion kann man 
eine Anwendung machen, wenn die walwe ''' **" 

GestaU eines Polygons dadurch bestimmt werden soll, daS seine Ebene um 
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eine horizontale Gerade gedreht wird, bis sie parallel der Horizontal- 
ebene liegt (Fig. 89). Man legt dabei die horizontale Gerade zweck- 
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mäßig dnrch eine Ecke des Polygone und dreht alle Übngen Ecken 
nach dem oben angegebenen Verfahren. Als Genaaigkeitsprobe hat man 
wieder die Bedingung, daß zwei sich entsprechende Geraden sich auf 
der Geraden, um die gedreht wurde, ichneiden mOssen. 






in. Kapitel. 

Stereometrische KonBtrnktioiien. 

32. Das Handwerkizeng. Das Umklappen nud Drehen von Ebenen 
nnd Geraden wurde seither nur zur Bestimmung der wahren Große be- 
nutzt Die beschriebenen Methoden gewinnen aber dadurch eine ganz 
besonders wicht^e Bedeutung, daß sie es ermSglichen, die stereo- 
mefriscAeM Konstruktionen, die bei Euklid nur in idealer Weise in 
der Phantasie ausgeführt werden können, eu realisieren. In jeder 

Ebene des Baumes 
kann jede geometri- 
sche Konstruktioa 
dadurch zeichnerisch 
durchgefabrtwerden, 
daß diese Ebene in 
eine der beiden Pro- 
jektionsebenen um- 
geklappt wird. 

Li^t eine stereo metrische Aufgabe vor, so muß ihre Lösung zu- 
nächst in der Idee räumlich ausgeführt werden. Dabei leistet eine kleine 
Skizze, die den Gang der Konstruktion veranschaulicht, gute Dienste, jeder 
Schritt der Lösung wird dann praktisch durch die bisher beschriebenen 
Methoden der darstellenden Geometrie ausgeführt. 

Die §§ 23 — 38 enthalten einige interessante Beispiele. Zur Lösung 
der hier gestellten Aufgaben ist es notwendig, daß mau eine Reihe von 
Konstruktionen, die im Torhergehenden mitgeteilt sind, stets gegenwärtig 
habe, aie bilden gewissermaßen dtis Handwerkszeug zur deskriptiren Lösung 
stereometrischer Konstruli ionen und mögen noch einmal kurz zusammen- 
gestellt werden. 

1. Zwei Geraden schneiden sich, weun die Schnittpunkte ihrer gleich- 
namigen Projektionen senkrecht untereinander liegen (Fig. 90) ; andernfalls 
sind sie windschief; nach § 5, Fig. 11, kann dann festgestellt werden, 
welche der beiden Geraden vor, bzw, über der anderen herläuft. 

2. Von einem Punkte in einer Ebene ist eine, etwa die Horizontal- 
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Projektion, gegeben, gesucht ist die andere (Fig. 91 und 92). Die Lösni^ 
fQr den Fal], daß die Ebene aU Polygon gegeben ist, enthält § 1, Fig. 18, 
f9r den Fall, daß die Ebene durch ihre Spuren gegeben ist, § 12, Fig. 45 
und 46. 

3. Eine Ebene geht dann durch zwei sich schneidende Geraden hin- 




durch, wenn die Spuren der Ebene durch die gleichnamiges Spuren beider 
Geraden gehen (Fig. 93). 

4, Die Spuren der Schnittlinie zweier Ebenen sind die Schnittpunkte 
ihrer gleichnamigen Spuren (Fig. 94). 

5. Die Auffindung des Schnittpunktes einer Geraden und einer 




Ebene (Fig. 95 und 96) ist in § 7, Fig. 19, ftlr ein Polygon, und in § 13, 
Fig. 50, für eine durch ihre Spuren gegebenen Ebene mitgeteilt. 

6. Eine Gerade steht senkrecht auf einer Ebene (Fig. 97 und 98), 
wenn die Projektionen der Geraden senkrecht auf den gleichnamigen 
Spuren der Ebene stehen; vgl. § 14, Fig. 54. Ist die Ebene durch Poly- 
gonprojektionen gegeben, so sind einfacher als ihre Spuren zwei Spur- 
paraUele nach § 14, Fig. 55, zu ermitteln. 
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7. Die ümklappaog eines PonkteB (Fig. 99) und einer Geraden 
(Fig. 100) kann mittelst des Xeignngsdreiecks gefanden werden, wie in 
§ 18 mitgeteilt wurde. 
^*^ 8. Die walire Länge einer Strecke (Fig. 101) 

ist gleich der HTpotenuBe eiues rechtwinkligen 
Dreiecks, dessen eine Katbete die Horizontalpro- 
jektioD der Geraden und dessen andere Kathete 
der Höhenunterschied ihrer Endpunkte ist. 

28. Aufgabe: Es 

soll die küreeste Entfer- 
nung CD zweier wind- 
schiefer Geraden PQ' 
und ST' ermittelt teer- 
den (Fig. 102). 

Lösung: Man ziehe 
durch einen beliebigen 
Punkt der Geraden Sr; 
etwa durch ihren Spur- 
punkt 7" eine Parallele 
zu der Geraden PQ' 
und bestimme die durch 
diese Parallele und ST' 
gehende Ebene. Sodann 
falle man von einem 
beliebigen Punkte A der 
Geraden P(?'eine Senk- 
rechte auf diese Ebene 
und bestimme deren 
Schnittpunkt B mit ihr. * 
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Zieht man durch diesen eine Parallele zu PQ, die ST' in C echneidet, 
und zieht endlich durch C eine Parallele zu BA, die PQ' in Z) trifft, bo 
ist CD die gesuchte karzeete Entfernung, deren wahre Länge in einer 
Kebenfigur ermittelt werden kann. 

34. Aufgabe: Es ist ein Tetraeder abcd, a'b'c'd' gegeben, gesucht ist 
der Mittdpunkt oo' wnd der EeUimesser der dem Tetraeder «m&escÄWeftejiai 
Kugel (Fig. 103). 

A 

\ 




r ria. 10». 



\ 



Losung: Man klappe zwei Tetraederäächen in die Horizontalebene 
um und bestimme in den beiden umgeklappten Dreiecken die Mittelpunkte 
der den Dreiecken umbeschriebeaen Kreise. Diese beiden Mittelpunkte 
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klappe man zurück and erricbte in ihnen Senkrechte auf den zogehörigen 
Tetrsederäächen. Der Schnittpunkt dieser beiden Senkrechten ist der 
gesuchte Mittelpunkt der dem Tetraeder umschriebenen Kugel. Seine 
Entfernung von einer der Ecken ist der Engelhalbmesser, dessen irahre 
Lange durch ein rechtwinkliges Dreieck za ermitteln ist 




35. Aufgabe: Es soll e 
Aenen Punkten A, B, C ^ 



1 Funkt X konstruiert werden, der von drei 
jebene Abstände fo^'s^j hat (Fig. 104). 
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Lösung: Man klappe daa Dreieck ABC in die Horizontalebeiie nach 
SSS um und denke sich drei Kngeln mit den Mittelpunkten SI, 9, (£, 
nud den Radien r^, r^ nnd r,. Die Engeln schneiden die Zeiohenebene 
in Kreisen um %, 8, S mit den Radien r^, r^, r^. Die gemeinsame 
Sehne je Eweier dieser Kreise stellt dann die Projektion des Schnitt- 




kreises der beiden zugehörigen Kngeln dar. Der Schnittpunkt 9 aller 
drei Sehnen ist somit die Projektion der gesuchten beiden Schnittpunkte 
X, nnd X, der drei Kugeln. Diesen Paukt i) klappe man zurOck nach 
yy und errichte in yy eine Senkrechte auf der Dreieckaebene. Endlich 
tr^e man auf dieser Senkrechten von y^ ans die Strecke y'x,', y'Xj, 
bzw. yx^, yXj ab. Hierzu ermittelt man vorher die wahre Länge ^t) 
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dieser Strecke darcli Dmklappen eines der drei SclmittkreiBe der Engeln 
am Beinen DurclimesseT. 

26. Aufgabe: Es sind ein Punkt A und twei Geraden PQ' und 
BS' gegdien. Es soU durch de» gegebenen Punkt eine Gerade gdegt 
werden, tcelcke die beiden geg^mie» Geraden achneidet (Fig. 105). 

Löstmg: Man lege zanächsi durch A and eineo beliebigen Punkt 
der Geraden PQ', etwa Q*, eine Hilfsgerade und beatimme die Ebene, 
die durch sie and PQ hindurchgeht Hterauf bestimme man den Schnitt- 
punkt C dieser Ebene mit RS' nnif verbinde C mit Ay so ist CA die 
gesuchte Gerade. 




27. Aufgabe: Es soll der Mreeste in zwei durch ihre Spuren ge- 
g^enen Ebenen und in der Horie<mtal^ene verlaufende Weg von einem Punkt 
A der einen Ebene nadi einem Punkte B der anderen gefunden werden 
(Fig. 106). 
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Lösung: Han klappe beide Ebenen in die Horizontalebene am and 
verbinde die UmklappoDgen St und S3 der Pankte A and B geradüiüg, 
Dm Stock dieser Geraden zwischen den Spuren der Ebene iet ein Stück 
dee gesuchten Weges. Die Verbindangslinien der Endponkte dieser 
Strecke mit den Horizontalprojektionen Ton A und B ergehen die beiden 
■ anderen Wegstücke. 




SS. Aufgabe: Es ^l der Flät^enwinkd gweier durch ihre Spuren 
gegebenen Ebenen besümmt werden. 

i läsung: Man fälle von einem beliebigen Punkte A aus auf beide 
Ebenen Lote und bestimme den Winkel der Lote durch Umklappung 
der darch sie bestimmten Ebene; dieser Winkel ist das Supplement 
des gesuchten (Fig. 107). 
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2. Lösung: Hau l^e eenkrecht zur Schnittlinie der beiden Ebenen 
eine HiUsebene, aus der durch die beiden Ebenen und die Horizontal- 
ebene eia Dreieck ansgeBcbnitten wird, welches den gesuchten Flächen- 
winkel enthält. Dieses Dreieck klappe man in die Horizontalebene nm, 
woza man zweckmäßig seine Höbe benutzt, deren wahre Länge sich 




durch Umklappen der Schnittlinie der beiden gegebenen Ebenen er- 
mitteln läßt (Fig. 108). 

29, Aufgabe: Von einem Quaäer sind die Projektionen einer Diago- 
wüe und die Projefctionea der Richlungai der von einem Endpunkt der Dia- 
gonalen ausgelienden Kanten geijämi. Gesucht sind die Projektionen des 
Quaders. (Zerlegung einer Kraft in drei räumliche Komponenten von ge- 
gebener Richtung.) (Fig. 109). 
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Löstmg: Uan bringe die durch zwei der gegebenen Richtungen be- 
stimmte Ebene znm Schnitt mit einer Geraden, die vom anderen End- 
punkte der Di^onalen aus parallel der dritten Richtung gezogen ist, and 
Terrollständige von der so gewonnenen Ecke des Quaders ausgehend 
die Projektionen desselben. 
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30. Aufgabe: Gegeben sind ein Punkt und zwei Winkel. Es soll 
durch den PunJct eine Ebene gefegt tverden, deren Horizontal- und Ver- 
tihäneigangsicinkel gleich den geg^enen Winkeln sind (Fig. 110). 

Lösung: Man zeichne eine Gerade, deren Horizontal-, bzw. Vertikal- 
neigungswinkel gleich den Komplementen der gegebenen beiden Winkel 
ist; die Projektionen dieser .Geraden werden in einer Nebenfigur er- 
mittelt. Dann lege man durch den gegebenen Punkt eine Spurparallele 
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etwa zn der Horizontalgpur der gesuchten Ebeoe; die HorizontalprO' 
jektion dieser Sparparallelen muß Beokrecht auf der Borizontalprojektion 
der Hilfegeraden atehen. Endlich lege man die gesuchte Ebene darch 
die Spurparallele senkrecht zu der Hitfsgeraden. 

SI. Aofgabe: Es sind die drei Seiten a,b,c eines DreikafUs gegd>en. 
Geaudtt sind die drei Winkd a,ß,y dess^>en (Fig. lU). 

Losung: Man stelle 
das Dreikant etwa mit 
der Seite a auf die 
Horizontalebene und 
fälle TOD einem belie- 
bigen Punkte der g^en- 
Uberliegenden Kante 
auB eine Senkrechte 
anf die Horizortalabene. 
Durch diese l^e man 
vertikale Ebenen, die 
senkrecht auf den bei- 
den andern Kanten 
stehen. Durch Umklap- 
pen der beiden letzt- 
genannten rechtwink- 
ligen Dreiecke erhält 
man die beiden gesuch- 
ten Winkel ß und y. 
Zar Bestimmung des 
Winkels cc klappe man 
ein Dreieck um, welches 
ans dem Dreikant durch 
eine Ebene herausge- 
schnitten wird, die 
senkrecht auf der zu a 
gehörenden Kante steht. 

33. Aufgabe: Es soU der NeigimgswinJcel einer Geraden gegen eine 
Ebene bestimmt icerden (Fig. 112). 

Lösung: Man fälle yon einem beliebigen Punkte der Geraden auf 
die Ebene ein Lot and klappe die durch dieses Lot und die gegebene 
Gerade gebende Ebene nm; der so ermittelte Winkel des Lotes und 
der Geraden ist das Komplement des gesuchten Neigungswinkels. 
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88. Aufgabe: Es sind eine Gerade ST', eine Ebene POQ' und ein 
Winkd a geg^mi. Es soU durch die Gerade eine Ebene S UT unter dem 
Neigungswinkel a gegen die Ebene POQ^ gelegt werden (Fig. 113). 

Lösung: Man stelle aaf der gegebenen Ebene einen Hilfakegel auf, 




dessen Spitze auf der gegebenen Geraden etwa in T' liegt, und dessen 
Basiswinkel gleich a ist. Die gesuchten beiden Ebenen schneiden dann 
aus der gegebenen Ebene die beiden Tangenten an den Grundkreis des 
Kegels aus, die durch den Schnittpunkt der gegebenen Geraden und 
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Ebene gehen. Diese Tangenten können durch Umklappen in die Hori- 
zootalebeae ermittelt werden. 

84. Anfgalie: Von einer regulären quadratischen Pyramide sind die 
Projektionen einer Grundkante AB, der Sorigonialneigungswinkd a der 




Grundfläche und die Höhe h gegeben, es sind die Pr(^ektiorten der Pyra- 
mide gesucht (Fig. 114). 

Lösung: Man bestimme zunächst die Horizontalspor der Grund- 
fiäche; sie ist Tangent« an den Grundkreis eines vertikalen Eegele, 
dessen Spitze auf der gegebenen Gruudkante, etwa in einem ihrer End- 

Hinok: DantellMide GsometTl«, I. i 
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punkte li^t, und dessen Basiswinkel gleich dem gegebenen Winkel ist. 
Um diese Spur klappe man die g^ebene Gnindtante am, vervoUstän- 
dige das Quadrat und klappe dieses wieder zurück. In dem Schnittpunkt 
der Di^onalen der Grundfläche errichte man nunmehr eine Senkrecht« 
auf dieser und trage eodlich auf der so gewonnenen Höhe der Pyramide, 
deren gegebene Höhe, wie in § 8, Fig. 2H angegeben, ab. 




36. Anfgabe: Ein quadratiscJwr Spiegel, dessen Seifenlünffe gleich Üs »s/, 
ist um eine vertikale und eine horizontale Adise drehbar; beide Achsen 
gehen durch den Mittelpunkt A des Spiegels; die horiioniale Adise ist par- 
ailel einer Spiegdkanle. Der Spiegel soll so gestellt werden, daß ein in 
gegebener Jiichtung l, V einfallender LiditstraM nach einem gegebenen Punkte 
B reflektiert wird. — Ileliotrop. — (l'ig- 115j. 

Lösung: Nach dem Keflexionsgeaetz muß die Spiegelebene senk- 
recht auf der Halbierungslinie desjenigen Winkels stehen, der Ton dem 
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einfallen den und reäektierten Lichtstrabl gebildet wird. TJm diese Winkel- 
balbieroDgelinia AN in beiden Projektionsebenen zu bestimmen, ist es 
notwendig, die Ebene des im Punkte A einfallenden and reflektierten 
Lichtstrahls umzuklappen, den umgeklappten Winkel zu halbieren tmd 
die Winkelbalbiemngelinie durch einen ihrer Paukte N zurückzuklappen. 
Von dem Spiegel werden dann znuächst die Richtnngen der Projektionen der 
Quadratseiten dadurch ermittelt, daß man die Projektionen zweier durch 
A gehenden Parallelen zu den Spiegelkanten bestimmt. Von den Hori- 
zontalprojektionen dieser beiden Linien ist die eine das EiafaUslot, 
während die andere senkrecht dazu steht; TOn ihren Vertikalprojek- 
tionen ist die eine horizontal, die andere steht senkrecht auf dem 
Einfallslot. Die Längen der Horizontalprojektiouen der so bestimmten 
durch A gehenden Linien sind unschwer zu ermitteln; die Lange der 
parallel zur Horizontalebene liegenden Linie ist direkt gleich der ge- 
gebenen Quadratseite, wahrend die Länge der anderen Geraden aus einer 
Hilfefigur entnommen werden kann, die am bequemsten in die Vertikal- 
ebene eingezeichnet wird, und die den Spiegel samt dem Einfallslote so in 
gedrehter Lage darstellt, daß die Spiegelebene senkrecht auf der Vertikal- 
ebene steht, sich also als gerade Linie projiziert, während die Strecke AN 
parallel der Vertikalebene verläuft, sich also in wahrer Größe projiziert. 
Die Vertikalprojektionen der durch A gehenden beiden Hilfslinien werden 
durch Hinaufloten der Horizontalprojektionen ihrer Endpunkte Terroll- 
ständigt und die Konturen des Spiegels endlich durch Ziehen von Par- 
allelen zu den beiden Hilfslinien in beiden Projektionen hergestellt. 

86. Aufgabe : £s soll die Deformation einer Netrwerkhuppd von ge- 
rader SeilengaM ermiüeU werden. Die Grundfläche und ebenso die Deck- 
fläche der Kuppel sei ein regelmäßiges Sechseck ABCDEF, bzw. 1, 3, 
3, 4, 5, 6; die Knotenpunkte 1, 3, 5 sollen sich in die Grundfläche legen 
(Kg. 116). 

Lösung: Die deformierte Lage des Punktes 1 ist unschwer zu er- 
mitteln durch Umklappung des Dreiecks ASl; ebenso werden die 
Punkte 3 und 5 bestimmt. Schwieriger gestaltet sich die Bestimmung 
der deformierten Lage eines der Punkte 2, 4, 6 etwa des Knotenpunktes 2. 
Dieser Punkt kann sich infolge seiner starren Verbindung mit BC nur 
in einer auf der Horizontalebene vertikal aufstehenden Ebene, die das 
Dreieck BC3 halbiert, bew^en. Man klappe also diese Ebene in die 
Zeichenebene um und bestimme in ihr die deformierte Lage des 
Punktes 2 als Schnittpunkt zweier geometrischer örter, die sich folgenr 
dermaßen ei^ebeu: einmal muß der Punkt 2 auf einem Kreise li^en, 
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deegen Uittelptmkt die Uitte von BC ist, und dessen Ksdias gleich 
der wahren EntfemDDg des Pnntter 2 von BC ist; zweitens mafi der 
Punkt 2 auf einem Kreise liegen, der aus der rertikolen Ebene durch 
eine Kugel herausgeschnitten wird, deren Mittelpunkt die deformiert« 
L^e des Punktes 1 ist, und deren Radius gleich der wahren Länge 
der Strecke J, 3 ist. In der umgeklappten L^e ist auch die Höhe 
des Punktes 2 nach der Deformation unmittelbar enthalten. 




37. Aufgabe: Es soH die Deformation eines aus fünf Getenksläteen 
hestdienden Fußgestells ermitlelt werden. Seine Platte sei ein gleich- 
seitiges Dreieck 1, 2, 3; in zwei Ecken befinden sich je zwei Stützen, 
an der dritten nur eine; alle Stützen seien gleich lang. Die Fußpunkte 
der Stützen seien ABCDE. Der Knotenpunkt 1 soll sich in die Grund- 
ebene legen, es ist somit seine Le^e und die deformierte Stellung der 
Punkte 2 und 3 zu ermitteln (Fig. 117). 

Lösung: Der Punkt 1 wird, wie bei der vorigen Aufgabe, durch 
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Umklappen des Dreiecks ABl bestimmt. Aucli die Lage des Punktest 
wird ähnlich wie in der vorigen Aufgabe ennittelt; er liegt ia einer ver- 
tikalen Ebene, die das Dreieck C/> 5 halbiert und die umgeklappt wird, im 
Schnittpunkt zweier Kreise, von denen der eine die Mitte von CD zum 
Mittelpunkt und die wahre Entferanng des Ponktee ä von CD zum 
Radius hat, und von denen der andere ans der vertikalen Ebene durch 
eine Kugel heransgeechnitten wird, deren Mitte die nnigeklappte Lage 
des Punktes 1 und deren 

Radius die wahre Länge ^ 3 ' 

von 1 3 ist. Schwieri- 
ger ist die Bestimmting 
der deformierten Lage 
des Knotenpunktes 3. 
Dieser muß erstens auf 
einer Kugel um £ mit 
der wahren Lange von 
Es als Radius liegen, 
die die Zeicbenebene in 
einem Kreise um £ mit 

demselben Radius 
schneidet; er muß 
zweitens auf einer Ku- 
gel um die deformierte 
Lage von 1 mit der 
wahren Länge von 1 3 
als Radius liegen, die 
aus der Zeichenebene 
einen Kreis um densel- 
ben Mittelpunkt mit 
demselben Radius her- 
ausschneidet. Die ge- 
meinschaftliche Sehne 
der so ermittelten bei- 
den Kreise stellt dann 
die Projektion des 
Schnittkreises der bei- 
den angegebenen En- 
geln dar, auf dem der 
gesucht« Punkt liegt. 
Der Übersichtlichkeit 
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halber Terrücke man dieseo Kreis am ein beliebiges StOck senkrecht zu 
seiner Ebene und klappe ihn um. Drittens endlich liegt der Punkt it 
noch der Deformation anf einer Engel um die deformierte Lage des 
Punktes 3 mit der vrahren lÄoge von ^ ^ als Radius. Man bestimme 
also den Kreis, den diese Kugel aus der zuletzt umgeklappten Ebene 
herausschneidet; sein Schnittpunkt mit dem in der Umklappung schon 
verzeichneten Kreise ergibt den gesuchten Punkt. Seine Höhe ist aus der 
ümklappungsfigur unmittelbar zu entnehmen. 




38. Aufgabe: Es soü eine Sonnenuhr in einer horizontalen Ebene 
und an einer vertikalen Wand, die nicht allzuviel von der Osl-Wcst-Rich- 
tung verst^iieden ist, für eine geographische Breite q> (für Berlin ist ^ = 52'/,") 
kongruiert werden. Die schattenwerfende Linie sei paralld der Erdachse 
(Fig. 118). 
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Lösung: Da die schatten werf ende Linie parallel der Erdachse sein 
soll, ist durch die HorizontalBpar derselben fOr jede geographisshe Breite 
die Vertikalspnr A bestimmt und kann in der folgenden Weise ermittelt 
werden. Man zeichne durch einen beliebigen Punkt C der durch B 
gehenden Kord-Richtung die Weat-Ost-Richtung und denke sich tiber 
BC als Kathete ein rechtwinkliges Dreieck mit dem rechten Winkel bei 
C vertikal aufgestellt und in die Horizontalebene umgeklappt*. Seine dritte 
Ecke 9 wird dadurch bestimmt, daß der Winkel CBfi gleich ^ ist. 
Die Hypotenuse dieses' Dreiecks in senkrechter Stellung ist dann par- 
allel der Erdachse nach dem Satze: die Folhöhe ist flir jeden Ort gleich 
der geographischen Breite. Durch C ziehe man sodann eine zweite Linie, 
die Ton der Ostwestrichtung um denselben Winkel abweicht wie die ge- 
gebene vertikale Wand, and errichte auf dieser Linie endlich ein Lot 
CA gleich CH, dann ist A die Vertikalspnr der schattenwerfenden Linie. 

Man konstruiere nun zunächst ihre Schatten fär die vollen 
Stunden — um diese soll es sich nur handeln — auf eine Ebene, welche 
durch Ca hindurchgeht und senkrecht auf der schatteuwerfenden Linie 
steht. Der Schatten aaf dieser Ebene ist insofern besonders einfach zu 
konstruieren, als er sich in gleichen Zeiten um gleiche Winkel dreht. 
Man klappe also diese Ebene in die Horizoutalebeue nm, bestimme in 
ihr den Spurpunkt von AB — sein Abstand von C ist gleich dem Lote 
von C auf die Hypotenuse des Dreiecks BCA — und schlage nm diesen 
einen Kreis, den man in 24 gleiche Teile so teilt, daß ein Teilpunkt auf BC 
liegt. Die nach den Teilpunkten gezogenen Radien sind die Schatten 
zu den vollen Stunden, und zwar weist der Schatten um 6 Uhr morgens 
nach Westen, um 12 Uhr mittags nach Norden und um 6 Uhr abends 
nach Osten. 

Diese Schattenstrahlen bestimmen auf der Umklappungsap ur der 
Hilfsebene eine Pnoktskols, durch die auch die entsprechenden Schatten 
auf der Horizontalebene hindorchgshen müssen; verbindet man daher die 
einzelnen Punkte mit dem Punkte B, so ist damit die Sonnenuhr in der 
Horizontalebene ermittelt. Bestimmt man noch die Schnittpunkte der 
Schattenstrahlen in der horizontalen Ebene mit der Schnittlinie dieser 
und der vertikalen Wand und verbindet diese Punkte mit dem Punkt A, 
so ist damit auch die Sonnenuhr auf der vertikalen Wand ermittelt. 
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IV. Kapitel. 

TransformaUonei). 

39. Transformation tod Punkt, Gerade und Ebene. Bei der 

Lösmig TOD Äofgaben nach den bisher besprocbenea Methoden stößt 
saan häufig auf Schwierigkeiten, die durch eine Bpezielle Lage oder 
andere Gründe herrot^erafen Bind, und die es nötig machen, anßer der 
bisher ausschließlich benutzten Horizontal- und Vertikalebene noch 
eine oder mehrere andere ProjelctionsAenen zu benntsen. Man wählt diese 
Hilfsprojektionsebenen senkrecht zu einer der beiden bisherigen Projek- 
tionsebenen und klappt dieselbe in die Zeichenebeoe um. Es entsteht 
dadurch die Äufgaiie, wenn die Lage der neuen Projektionsebene durch 
ihre Vertikal-, bzw. Hurizontalspar gegeben ist, auf ihr in umge- 
klappter Lage aus der g^ebenea Horizontal- und Vertikalprojektion eine 
neue Projektion herzustellen, oder die gegebenen Frojektionsfiguren auf 
die neue Projektionsebene zu iran^ormieren. Es sei zunächst als Trans- 
formationsebene eine neue Vertikalt^>ene eingeführt, die dnrch ihre Hori- 
zontalspar gegeben sein mag. 

Um einen Punkt Ä auf diese Ebene eu iransformieren, beachte man, 
daß seine neue Vertikalprojektion auf einer Senkrechten zur Um- 
klappungsspor liegen muß, die durch die Horizontalprojektion des 
Punktes geht. Der Abstand der neuen Vertikalprojektion Ton der neuen 
Projektionsachse, d. h. also die neue Höhe des Punktes, muß daher ebenso 
groß sein wie iu der alten Vertikalebene (Fig. 119). 





Um eine Gerade auf dieselbe vertikale Hilfsebene zu transformieren, 
transformiere man zwei ihrer Punkte. Man benutzt dabei zweckmäßig 
die beiden Spuren der Geraden (Fig. 120). Es sei ausdirücklich hervor- 
gehoben, daß die Transformattim der alten Yertikalspur der Geraden in 
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der neaen Vertikalebene nicht VertikalBpur der Qeraden ist; dieselbe 
mnfi Tielmelir, falls sie verlangt wird, erst konstruiert werden. 

Um die neue Yertikalepiir einer durch ihre Spuren gegebenen Ebene 
zu bestimmen, klappe man das durch die neue Vertikalebene aus der 
gegebenen Ebene herauegesclmittene rechtwinklige Dreieck nm seine 
horizontale Kathete um; dann ist seine Hypotenuse in umgeklappter 
Lage die transformierte Vertikalspur (Fig. 121). 




Ganz ähnlich gestaltet sich die Transformaiion eines Punktes, einer 
Geraden und einer Ebene auf eine neue HorieonlaMtene, die also auf der 
alten Yertikalebene senkrecht steht. Die diesbezQglichen £onstmktioneii 
ergeben eich ohne weiteres ans den Figuren 122 — 124. 



«V 




40. Losung einer Aufgabe darch Transformatioii in eine be- 
sondere Lage. Häufig ist eine Aufgabe ganz besonders einfach zu 
lösen, wenn in ihr vorkommende Punkte, Geraden oder Ebenen eine 
ganz spezielle Lage zu den Projektionsebenen haben, während die Lösung 
derselben Aufgabe bei beliebiger Lage der Projektionsebenen Umständ- 
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lichkeiten oder Schwierigkeiten bereitet. Ist die Aofgsbe so gegeben, 
daß die Projektionsebenen eine beliebige Lage haben, so kann man da- 
her häu^ die Lösung dadurch vereinfachen, daß man durch Trans- 
formation eine neue Projektion herstdlf, in welcher sich dann Punkte, 
Geraden oder Ebenen in einer speziellen Lage befinden. Einige 
Beispiele mögen das Gesagte erläutern, und zwar wird bei den ersten 
beiden Beispielen nur einmal transformiert, während bei den letzten drei 
Aufgaben eine zweimalige Transformation erforderlich ist. 

1. Aufgabe: Es soü von einem Punkte eine Senkrechte auf eine Ge- 
rade gefällt werden (Fig. 125). 

Lösung: Diese Aufgabe ist dann besonders einfach za lösen, wenn 
die Gerade parallel zu einer Projektionsebene liegt; in diesem Falle kann 
man nämlich das Lot direJU fällen. Sind daher der Punkt und die Ge- 
rade in beliebiger Lage zu den beiden Projektionsebenen gegeben, so 
wird man zunächat eine Transformation so Tomehmen, daB die Gerade 
zu der neuen Projektionsebene die gewdnschte parallele Lage bat. Mau 
wähle also etwa eine neue Yerti kaiebene parallel zu der gegebenen Ge- 
raden, d. b. man wähle die neue Projektionaacfase parallel zur Horizontalpro- 
jektion der Geraden. Um in der alten Vertikalebeoe die Projektion des Lotes 
zu erhalten, hat man nur den durch 
Transformation bestimmten FuB- 
punkt des Lotes auf die alte Vertikal- 
projektion der Geraden hinaufzuloten. 





2. Aufgabe: Es soll der Horizimtalneigungstvinkel eines Polygons be- 
nimmt werden (Fig. 126). 

Lösung: Der gesuchte Winkel ergibt sich dann direkt, wenn die 
Ebene des Polygons senkrecht zur Vertikalebene steht, wenn also die 
Vertikalprojektion des Polygons sich als gerade Linie darstellt. Bei 
beliebiger Lage des Polygons zu den beiden Projektionsebenen wird man 
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daber dae Polygon znnächBt so transformierea, daß die neue VeiÜkol- 
«bene senkrecht auf det Ebene des Polygons steht. Um die neue Pro- 
jektionsBchse zu bestimmen, konstniiere man zonöchat in der Sbene des 
Polygone zweckmäßig durch eine seiner Ecken eine horizontale Ge- 
tadfi, senkrecht auf dieser maß die neue Vertikalebene stehen, d. b. die neue 
Projektionsachse muß senk- 
recht auf der Horizontalpro- 
jektion dieser Geraden stehen. 

5, Aufgabe: Man soll die 
küreeste Entfernung xweierwind- 
sekiefer Geraden bestimmen 
(Fig. 127). 

Lösung: Die kürzeste Ent- 
fernung zweier windschiefer 
Geraden ist eine Yerbindungs- 
strecke derselben, die auf bei- 
den Geraden senkrecht steht. 
Man kann diese Senkrechte 
Asain direkt ziehen, wenn eine 
Ton den beiden Geraden senk- 
recht auf einer Projektions- 
ebene steht, sich also als Punkt 
auf diese projiziert Sind da- 
her die beiden Geraden in 
einer beliebigen Lt^e zu den 
Projektionsebenen gegeben, so 
muß zunächst durch Transfor- 
mationen die beschriebene spe- 
zielle Lage hergestellt werden; 
das ist nun durch eine einmalige 
Transformation nicht möglich; 
indessen gelingt es durch zweimaliges Transformieren. Man wähle als 
erste Transformationsebene eine Vertikalebene, die parallel zu einer der 
beiden Geraden liegt. Die bei dieser Transformation benutzte Projektions- 
achse mufi daher parallel zu der Horizontalprojektion dieser Geraden 
verlaufen. Man stelle sich nunmehr diese erste Transformation als 
Horizontalprojektion und die ursprüngliche Horizontalprojektion als Ver- 
tikalprojektion vor, dann ist für diese beiden Projektionsebenen die eine 
der beiden Geraden parallel mit der Horizontalebene. Wählt man end- 
lich als zweite Transformationsebene eine vertikale Ebene, senkrecht zu 
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dieser Geraden — eine zweite FrojektionsacliBe also senkrecht zu dieser 
Qeraden — so wird in der aiuimelir erhaltenen Projektion dieselbe Ge- 
rade als Punkt erscheinen, ron dem ans die kürseste Entfemong direkt 
senkrecht zur anderen zweimal transformierten Geraden gezogen werden 
kann. — Eb empfiehlt sich bei der Durchffihrung der Konstraktion, um 
sich vor Verwirrungen zu schützen, zunächst die eine der beiden Ge- 
raden zweimal zu transformieren und hierauf erat die Transformationen 
mit der anderen Geraden anszuföbren. 




4. Aufgabe: EssoUetn Punkt X konstruiert werden, der von drei g^ebenen 
Punkten A, B und C die geg^enen Abstände r„, r^ und r, hat (Fig. 128). 
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Lösung: AuB der in § 23 mi^eteilten LSsuDg dieser Aufgabe geht 
hervor, daß es darauf ankommt, die Ebene der drei Punkte als Zeichen- 
ebene ea benutzen; dieses Ziel kann aber durch eine doppelte Trans- 
formation folgendermaßen erreicht werden. Man transformiere zunächst 
80 auf eine neue Vertikalebene, daS die Ebene der drei Punkte — das 
Dreieck ABC — senkrecht 
auf dieser steht. Die Trans- 
formationsachse steht dann 
senkrecht auf der Hori- 
zontalprojektion einer im 
Dreieck liegenden — 
zweckmäflig durch eine 
seiner Ecken gezogenen 
— horizontalen Geraden. 
Das Dreieck projiziert sich 
dann in der neuen Pro- 
jektionsebene ab gerade 
Linie. Wählt man parallel 
zu dieser eine dritte Pro- 
jektionsacbse und tmns- 
^^ formiert zum zweiten Male, 
so liegt Donmehr das Drei- 
eck parallel der Projektions- 
ebene; alle Konstraktionen 
in diesen beiden parallelen 
Ebenen sind demnach iden- 
tisch. Die weitere Eon- 
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fltmktion bietet nach dem in § 25 besagten lieiae Schwierjglieit melir. 

5. Aufgabe: Es soH ein horizontaler Baiken mit einem verHialen durch 

eine unter einem Winkel von 45" geneigte Strebe verbanden werden; die 

drei BaUebd haben denselben quadratischen Querschnitt; die Strebe soll 
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in die beiden anderen Balken durch Zapfen eingelaasen werden. Dieses 
Qestell Boll anf eine Yertikalebene projiziert werden, die mit den hori- 
zontalen Balken einen Winkel von 45" bildet. — In welcher Weise zu 
transformieren ist, gebt aus Fig. 129 ohne weiteres hervor. 

41, Ber Seitenriß. Sehr häufig leistet eine Transformationsebene, 
die senkrecht auf beiden Projektionsebenen steht, gute Dienste. Eine Pro- 
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Fig. 1Mb. 

jektion auf eine solche 
Ebene beißt „Seitenriß", 
weil sie eine seitliche An- 
sicht der dat^estellten Figur 
bildet. 

Wegen der häufigen 
Anwendung eines Seiten- 
risses möge in den Fig. 130 
bis 134 der Zusammenbang 
von AufriB, Grundriß und 
Seitenriß eines Punktes, 
einer Geraden und einer 
durch ihre Spuren gegebe- 
nen Ebene veranschaulicht 
Flg. i3Sb. Fig. »Mb. werden. Dabei ist der 

Seitenriß einmal in die Horizontalebene und dann in die Vertikalebene 

umgeklappt. 
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Die ZweckmäBigkeit, bzw. Notwendigkeit der Beuutzang eines Seiten- 
risses mögen diq folgenden Beispiele erläutern. 

42. Anvendnngen eines Seitenrisses. 

1. Aufgabe: Die Fußfläche eines Schornsteines ist in der Horizontal- 
projektion eines geneigten ebenen Dacbes, das paraUel zur Projektions- 
acfaae liegt, gegeben. Es soll auch in der gegebenen Vertikalprojektion 
des Daches die FuQfläcbe des Schornsteines ermittelt werden. Ans 
Fig. 135 geht die Konstruktion durch Anwendung eines SeitenrisBes un- 
mittelbar hervor. 

2. Aufgabe: Von zuei Quadern, deren Kantenlängen gegeben sind, 
liegt der eine mit einer Fläche in der 
HorizonUüebene, der andere steht mit eirter 
Kante AB ebenda und stütet sicfi mit 
einer Flädie auf die KaaUe MN des 




ersten Quaders. Es sollen die Projektionen des zweüen Quaders ermittelt 
tcerden (Fig. 136). 

Zur Lösung dieser Angabe hätte eine eigentliche Seitenrißebene 
keinen Zweck. Dagegen bietet die Konstruktion keine Schwierigkeiten, 
wenn man eine Projektionsebene zu Hilfe nimmt, die senkrecht auf den 
Kanten MN und AJB steht. Da die beiden Quader sich in dieser Ebene 
gewiBsermaßen von der Seite gesehen projizieren, so spricht man auch 
hier von einem „Seitenriß" der beiden Körper. 
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43. Umgehnng tod Schwierigkeiten, wenn KonstrnktioDS- 
pankte Aber das Zelchenblatt binansfallen. Fallen wichtige Kon- 
straktionspankte Ober das Zeicheiiblatt hinaus, so kann man dieser 
Schwierigkeit häufig durch eine Trans- 
formatioQ ans dem Wege gehen; meistens 
genOgt eine neae Projektionsebene par- 
allel einer alten. Die folgende Aiifgabe 
möge das Verfahren erläutern. 

Es soll die Schnitäinie zweier durch 
ihre Spuren gegarten Eberten bestimmt 
werden, V!enn der Scknit^nkt der beiden 
VertÜMlspuren über die Grenze des Zeidien- 
Uattes fällt (Fig. 137). 

Lösttnff: Hier fßhrt eine neue Ver- 
tikalebene parallel der alten zum Ziel. 
Sie muß so weit vor der alten liegen , daß die neuen Vertikal- 
apuren der gegebenen Ebenen sich auf dem Zeichenblatt schneiden, so 
daß die Vertikalprojektion der Schnittlinie in ihr gezeichnet werden kann. 
Zu ihr muß aber die gesuchte Vertikalprojektion in der ursprünglichen 
Vertikalebene parallel sein. 




44. Besondere Lagen tod Pankten, Geraden oder Ebenen be- 
dingen eine Transformation. Die folgenden 
drei Aufgaben mögen zeigen, wie man durch 
Transformation Konstruktionsschwierigkeiten aus 
dem Wege geben kann, die durch spezielle Lt^;en 
von Punkten, Geraden und Ebenen entstehen; es 
genflgt hier fast immer ein Seitenriß. 

1. Aufgabe: Es sdlen die Spta-en einer Ge- 
_ roden bestimmt werden, deren Projektionen ser^- 

recht awr Achse liegen (Fig, 138). 

Lösung: Die Lage der Geraden ist natürlich 
erst dann eindeutig bestimmt, wenn beide Pro- 
jektionen von mindestens zweien ihrer Punkte ge- 
geben sind. Durch Herstellung eines Seitenrisses 
dieser beiden Punkte werden die gesuchten Spar- 
punkte zunächst im Seitenriß l^estimmt und hierauf 
von diesem in die Horizontalebene und die Ver- 
tikalebene übertragen. 

2. Aufgabe: Es soll die Schnittlinie zweier 
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dttrch ihre ^uren gegebenen Lbenen lesümmt werden, die beide parailel 
Bwr Aiäise li^en (Fig. 139), 

Lösung: Aach hier benutzt man zweckmäßig einen Seitenriß. Man 
bestimmt in ihm die Spuren der beiden Ebenen, ihr Schnittpunkt ist 
der Seitenriß der gesuchten Schnittlinie. 

3. Aufgabe: Es s<^l die Schnittlinie eiceier Ebenen besümmi uerden, 
von denen die eine durch die Achse 
gdit, also ilarch die Lage eines 
ihrer Punkte eindeutig bestimmt 
sein muß (Fig. 140). 
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Lösung: Wiederum zeichne man im Seitenriß die Spuren der beiden 
Ebenen, übertrage ihren Schnittpunkt auf die Schnittlinie des Seiten- 
risses mit der Vertikal- und Horizontalebene und verbinde die so er- 
haltenen Pnnkte mit dem Schnittpunkt der Projektionsachse und der 
nicht durch sie hindurchgehenden gegebenen Ebene. 

V. Kapitel. 

Diskussion Ton Polyedern. 

45. Diskusston von Polyedern. Bei der Projektion von Polyedern 
kommen im aUgemeinen zwei Aufgaben in Betracht. 

1. Es ist von dem Polyeder die erforderliche Anzahl von Bestimmungs- 
stitcken gegeben, die Projektionen des Polyeders sind gesucht. 

2. Die Projektionen eines Polyeders liegen gezeichnet vor, es sollen 
seine metrischen Beziehungen^ also die wahren Längen seiner Kanten, 
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die wahre Gestalt seiner SeitenflächeD, die Kanten- nsd FUchen- 
winkel beatimnit verden. 

Meistens jedoch kommen beide Auf^ben zusammen vor, etwa in 
der Form: von einem Fdyeder ist die nötige AnraJU von Bestimmungsstüdcen 
gegeben, es sollen die übrigen Stücke gesucht werden, oder es soU der Körper 
„dishdierff' werden. 

Die Lösung dieser Aufgabe vereiniacht eich natflrlich aufierordent- 
lich durch eine iweekmäßige WaM der Projektionsfi)enen. Dabei sind 
z. B. Symmetrieverhältnisse des Körpers zu berücksichtigen, auch ist es 
meist vorteilhaft, den Körper mit einer Fläche in die Horizootalebene 
zu legen. Geu;i^nlich hmsentriert s«Ä die Lösang der At^gabe auf die 
HersteUung der Horieontalprojektion, während die Vertikalprojektion durch 
Hinaufloten der einzelnen Punkte and Bestimmung ihrer Höfaeoi mittels 
Neigungsdreieoke bestimmt wird. 

Im allgemeinen lassen sich zur Hentelltmg der Horisontalprojek- 
tiou keine bestimmten Kegeln angeben, das Verfahren hängt ganz ron 
der jeweiligen Natur des vorgelegten Körpers ab. Die in der Technik 
Torkommenden Körper sind jedoch meist insofern besonders einfach, als 
sie eine Grundääche besitzen, 
an deren Kanten sich je eine 
Fläche ansetzt, so daß an den 
Ecken nur Dreikante gebildet 
werden. Das ist z. B. bei Pris* 
men, Pyramiden, Pyramiden- 
rQmpfen, Obelisken, DachkÖr- 
peni,Erdkörpern, Manerkörpern 
und dgl. der Fall. In den fol- 
genden Paragraphen sind an 
einigen Beispielen die am häu- 
figsten vorkommenden Kon- 
struktionsmethoden angegeben. 
46. Aufgabe: Eine regu- 
läre sechsseitige Pyramide, deren 
Seitenflächen gegden sind, liegt 
mit einer tlcrselbett ABS in der 
}lorieontal(Ae»e. Essitid die Pro- 
jektionen der Pyramide und die 
Flächenuinkel—aanäen Grund- 
lanien, ß an den Seitenkanlen 
— zu ermitteln (Fig. 141). 
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7^ Man zeichne 
ZOT Bestimmung 
der Horizontalprojek- 
tioD der GnindSäcIie 
diese zunächBt in wahrer 
Gestalt an die Grundseite des 
gegebenen Seitendreiecks, mit 
welchem die Pyramide in der Hori- 
zontalebene liegt, und an einen Schen- 
kel desselben eine zweite SeitenSäche in 
wahrer Gestalt. Durch Hochklappen der 
letzteren und der Grundfläche ist eine dritte 
Ecke der Projektion der Ornndfläche bestimmt. Die 
Übrigen drei können ohne weiteres mit Rücksicht 
auf die Symmetrie eingezeichnet werden. Zur Bestimmung 
der Winkel benatze man umgeklappte Neigungsdreiecke. 
47. Aufgabe: Von einem allgemeinen Hexaeder 
seien die Grundfläche und eicei Seitenflächen in wahrer 
Größe gegeben, dasselbe soll dishüiert tcerden (Fig. 142). 
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Uisung: Man klappe zunäcliBt die gegebenen beiden Seitenflächen 
nach oben und bestimme dadurcb drei Eckpunkte der viereckigeD Dach- 
fläche. Zur Ermittlung ihres vierten Eckpunktes ist es zweckmäßig, 
ihre Horizontalspur zu konstruieren und die fehlenden beiden Dach> 
kanten dadurch zu bestimmen, daß man sie nach den Schnittpunkten der 
zugehörigen beiden Gmndkanten mit der Dach^chenspur zieht. Die 
wahre Gestalt der nunmehr gefundenen Seitenflächen ermittelt man durch 
Umklappungj während die wahre Gestalt der Dachfläche durch Zerlegung 
derselben in zwei Dreiecke bestimmt wird. 

Die Flächenwinkel der Tier Seitenflächen können leicht durch Um- 
klappen eines Neigungadreiecks mit der Spitze in einer Dachocke be- 
stimmt werden; auch die Bestimmong der Flächenwinkel zweier Seiten- 
flächen bietet keine Schwierigkeit nnd ist bei der Dreikantaufgabe in 
§ 31 bereits mitgeteilt. Zur Bestimmung endlich der Flächenwinkel der 
vier Seitenflächen mit der Dachfläche kann man entweder gleichfalls die 
Dreikantkonstruktion benutzen, da die Spur der Dachfläche sowieso 
schon gezeichnet wurde, oder aber man legt einen ebenen Schnitt durch 
die betreffende Dachkante senkrecht zu dieser und bestimmt die wahre 
Gestalt des Dreiecks, das durch die Schnittlinien der Hilfsebene mit der 
Dachfläche und der betreffenden Seitenfläche bestimmt ist. 



48. Aafgabe: Von einem schüfeti fünfseitigen Prisma sind die Grund- 
fläche ABCDE und die ewei Seitenflächen ^Bg@, und SG®^^ ge- 
geben; es sivd die Hbrigen Sei tenf fachen und sänUliehe Flächentcinkd gesm^it 
(Fig. 143). 

Lösung: Durch Hochklappen der beiden gegebenen Seitenflächen 
um ihre Horizontalspuren können ohne weiteres von der Deckfläche die 
beiden Kanten gf und gh ermittelt werden; damit ist aber die ganze 
Deckfläche bestimmt, da sie kongruent der Grundfläche ist. Die wahren 
Gestalten der noch fehlenden drei Seitenflächen werden durch Umklap- 
pung ermittelt. Um die Flächenwinkel, die von den fUnf Seitenflächen 
gebildet werden, zu bestimmen, fertigt man am besten einen Schnitt des 
Prismas senkrecht zu seinen Seitenkanten an; das geäcbiebt dadurch, daß 
man eine Vertikalprojektion parallel zu den Seitenkanten des Prismas 
herstellt, su daS die Vertikalspur einer zu den Prismenkauten senk- 
rechten Ebene senkrecht auf den Vertikalprojektionen derselben steht, 
und diese Schnittebene um ihre Horizontalspur umklappt. Zur Ermitte- 
lung der Flächenwinkel, die die Seitenflächen mit der Grundfläche bilden, 
benutze man Neigungsdreiecke. 
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49. Aufgabe: Eine schräge FUigelmauer liabe eine vertikale Hintor- 
wand imd innere Seitonfläche, während die äußere Seitenfläche, die Vorder- 
nnd die Deckfläche geböecht aind. Es seien die Höhe der Firstkante 
gleich h, die Höhe der Bruchkanto gleich h', die Länge der Firstkante 
and Bruchkanto gleich k, der Winkel der inneren Seitenfläche mit der 
Hinterwand a {^ 75") das BöechungsTerhältnis der Deckfläche ^ %, da« 
BÖschnngaverhältnis der äußeren Seitonfläche = Vj und das Böschnngs- 
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Terhältnis der Vorderäöcbe ■- V, gegebeo; ea soll die FlDgelmauer 
konstruiert werden (Fig. 144). 

Lösung: Man stelle zunächst einen SeitenriB der schrä^^ FlOgel- 
maner her, in dem auch die Horizontalspur der Declcääcbe enthalten ist, 
und übertrage die dadurch gewonnenen Höhen- und Gnmdrißpunkte iu 
die Horizontal- und Vertikalebene. Da die Längen der First- und Bruch- 
kante gegeben sind und diese parallel der Vertikalebaie liegen, da ferner 
der Winkel gegeben ist, den die hintere Seitenfläche mit der Hinter- 




wand bildet, ist somit alles bestimmt bis auf die äußere Seitenfläche. 
Die Qrundkante dieser aber ist Tangente an den Grundkreta eines verti- 
kalen KreiskegeU, dessen Spitze sich in der linken Firstecke befindet, 
und dessen Achse sich zu seinem Grundkreisradius wie 4 : 1 verhält. 
— Die wahren Oeetalten der drei Seitenflächen erhält man durch Um- 
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klappung nm ihre Orandkanten, während die DeckSäche am ihre schon 
benutzte Horizontalspar umgeklappt wird. 



60. DachsaBmittelaiigen. Der Architekt hat nicht selten die Auf- 
gabe zu lösen, ein Dach zu konstruieren, dessen Qrundrifi gegeben ist, 
mit der Bedingung, daß durch jede Kaute desselben eine Dachfläche unter 
bestimmtem Neigungswinkel gelegt werden solL 

Der einfachste Fall ist der, daß alle Dachneigungen einander gleich, 
etwa gleich 60**, sind. In diesem Falle liegen an jeder Gmndrißecke 
gleichschenklige Dreikante, die sich so projizieren, daß die Graie und 
Kehlen des Daches sich je (Us WinhähaS)iav,ngslinie des gugehörtgen Grund- 
rißtcinhels darstellen. Sind die Gruodkanten parallel, so ist die zugehörige 
Firstkante mit ihnen gleichfalls parallel und verläuft in der Mitte zwi- 
schen den Grundkanten. 

Um die Flächen richtig xa- 
sammmzufinden, beginne man an 
ii^nd einer Ecke des Onindrisses 
mit dem Einzeiobnen zweier be- 
nachbarter Winkelhalbierungslinien 
und beachte, daß, da drei Ebenen 
sich in einem Funkte schneiden, 
sich immer drei von den Wiukel- 
halbieruugslinien in einem Punkte 
schneiden mflssen. Seien also a, b 
und c drei Grundrißkanten, und 
ist der Schnittpunkt der Winkel- 
halbiemngslinien der Winkel (ab) 
und (bc) gefunden, so muß von die- 
sem Schnittpunkt als dritte Dach- 
kante die Halbierungslinie des Winkels (ac) ausgehen, dessen Scheitel- 
punkt jedoch erst durch Verlängern von a, bzw. c, oder auch beider 
ermittelt werden muß (Fig. 145). 

Aus der mitgeteilten Eonstraktion geht hervor, daß die Gestalt der 
Jiwizonlalprtijektion in diesem Falle unabhängig von dem jeweiligen Nei- 
gungswinkel der Daciiflädien ist; dieser kommt erst bei der Ermittelung 
der Vertikalprojektion des Daches miitds Neigangsdreiecke in Betracht, mit 
deren Hilfe auch die wahren Größen der Dachflächen durch ümklappung 
ermittelt werden. 

In Fig. 146 und 147 sind etwas kompliziertere Aufgaben ausgeführt. 
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Häufig werden bei Dachkonstraktionen versckiedtne Neiffut^atcinkel 
angeweadet, oamentUcIi um gleiche HShen der Firste zu erzielen. Es 
seieD OB und OC etwa zwei aneinanderatofiende GrondkaDten, und es 
soll durch OS unter dem Neigungswinkel ß und durch OC unter dem 




Neigungswinkel y eine Dachfläche gelegt werden (Fig. 148 — 149). Die 
Projektion der Schnittkante derselben muß dann durch einen Punkt a 
gehen, der durch seine Abstände von OB und OC bestimmt ist; dirae 
Abstände aB und aC können aus einem Dreieck ermittelt werden, dessen 
Grundlinienwinkel ß und y sind, und dessen Höhe den Punkt a be- 
stimmt. — 
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Das Znsammenfagea der emzelneo Dachkanten und Flächen ge- 
schieht sonst ganz wie in dem Falle, wo alle Neigungswinkel gleich sind. 




VI. Kapitel 

Ebene Schnitte nnd Darchdringnngen von Polyedern. 

61. Ebene Schnitte von Polyedern. Soll die Schnittfigur eines 
Körpers mit einer Ebene, die durch Polygonprojektionen oder ihre Spuren 
gegeben sein kann, bestimmt werden, so kann diese Aufgabe durch 
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wiederhoUe Antvendung der EonstrukHon des SchnUtpunktes einer Ebene 
und einer Geradep dadurch gelöst werden, dsß man die einseliien Kanten 
des Körpers mit der gegebenen Ebene znm Schnitt bringt und die so 
ermittelten Schnittpunkte miteinander verbindet. 

Häufig kann jedoch die Schnittfignr durch besondere Überlegmigen 
auf einfachere Weise bestimmt werden. Steht z. B. die durch ihre 
Spuren gegebene Schnütdiene senkrecht auf der Vertikaidtene, so sind die 
Schnittpunkte der Vertikalspur mit den Körperkanten gleichzeitig die 




Eckpunkte der Schnittfigur, die dann nur noch auf die zugehörigen 
Kanten der Horizontalprojektion heninterzaloten sind (Fig. 150), Steht 
die durch ihre Spuren gegebene Ebene nickt senkrecht auf einer der Pro- 
jektionsebenen, so führt eine Transformation sunt Ziele. Soll z. B. eine 
Pyramide durch eine beliebige Ebene geschnitten werden, so stellt man 
zunächst eine neue Vertikalprojektion aenkrecht zur Horizontalspur der 
gegebenen Ebene her; die Spur derselben in der Traosformationsebene 
wird mittels eines Neigungsdreiecks bestimmt (Fig. 161). ' 

Die wahre Größe der Schnittfigur wird stets durch UmJdappen ge- 
funden (Fig. 150 u. 143). 
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Eine Verei«fachv/ng kann häufig ancli dadurch erreicht werden, daß 
man berücksichtigt, daß sich eine GrtmdkarUe des Körpers und eine Seknitl- 
imie, die in einer durch die Grundhante hindurchgehenden Körperßäehe 
liegt, auf der Horieontalspur der schneidenden Ebene schneiden müssen 
<Fig. 150 n. 151). 




53. Erdfcörper. Eine häufige und wichtige Anwendung finden die 
besprochenen Methoden bei Erdarbeiten. Dabei handelt es sich im wesent- 
lichen um folgende beiden Grundaufgaben: erstens, es soll in einem ebenen 
geneigten Gelände ein Damm aufgeschüttet werden und zweitens, es soll 
ebendort ein Giaben ausgehoben werden. 
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Zar Ermittdung eines Dammes in geneigtem Gelände denke man aich 
denselben auf einer Eorizontalebene aufstehend und bestimme die Pro- 
jektion des Dammes auf dieser. Sind die Böschungswinkel vorgeschrieben, 
so stellt man wieder K^l auf, deren Spitzen in den Kronenecken des 




Dammes liegen, und die die Böschungswinkel als Basiswinkel haben; die 
Tangenten an die Ghnndkreise sind dann die 6rundkaatea des Dammes. 
Erst dann schneidet man den Damm durch die Geländeebene, wobei man 
Ton vornherein die Vertikalebene zweckmäßig senkrecht auf der Ge- 
^ndeebene annimmt. In Fig. 152 ist z. B. ein Damm mit Rampe 
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auf geDeigtem Oe&ide zu ermittelD. Gegeben sind die Horizontalipor 
nnd daa NeigungB?erhälhiiB (1 : 6) des OeländeB, die Horizontalprojektiou 
nnd die Höhe h der Dammkrone, die Breite 6 und das Steignngsrei^ 




hältnis (1 : 6) der Rampe, sowie daa BöscliungsTerliältnis (2 : 3) der Datnin- 
flächen. 

Handelt es sich darum, t« einem gene^tm Gelände einen Graben 
auszuheben mit horizontaler Sohle, so verfährt man genau so. Man 
denkt sich zunächst die Orabenwände durch die Geländeehene durcbge- 



,yGooglc 



78 



I. Die Qrnnd- und AnfriBmethod«. 



stoßen bis auf die Horizontalebene und beetimmt zonschst die Horizon- 
tslprojektion des Grabens wieder mit Zohilfenabme von Eegeln; natür- 
lich Bind bei dem (Kraben nicht dieselben Tangenten wie bei dem Damm 




zu benutzen. ErBt dann schneide man den Graben durch die Gelände- 
ebene. 

Bei der Aufgabe Fig. 153 ist die Horizontalspur und die Neigung 
(1 : 5) des GeUndes gegeben, ferner der rechteckige horizontale Graben- 
boden und seine Höhe, und endlich die Neigung der Grsbenböschungen 
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(2 : 3). Die Anfgabe Fig. 154 unterscheidet eich von der eben be- 
sprochenea nur dadurch, daß die Grabensoble eine etww kompliziertere 
Gestalt bat. 

Sebr häufig kommen beide Aufgaben — Aufsdtütten eines Dammes 
und Au^iäien eines Grabens ~ gleidueitig vor. Durch Zerlegen des ge- 
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stiebten Erdkörpers in Damm und Graben, die nacheinander behandelt 
werden, sind diese Aufgaben auf die schon besprochenen zarückzufflhren. 
Bei der Anfgabe Fig. 156 soll z. B. in einem geneigten Gelände ein 
Weg teils mit Einschnitt, teils mit Aufschüttung augelegt werden. Ge- 
geben sind die Horizontalapur nnd die Neigung (1 : 3) des Geländes, 
die Steigung des Weges (1 : 12), der Punkt A der rechten Wegkante 
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nebst der Richtung der Horizontalprojektion der letzteren, die Wegbreite 
und daa BÖHchiiDgsTerhältnis im Einschnitt und Anfing (2 : 3). Bei 
dieser Aufgabe können zur Bestimmung der Grundkanten der Böschungs- 
flächen dieselben Kegel für Einschnitt und Auftrag benutzt werden. — 
Es empfiehlt sich, an einzelnen Stellen Querprofile zn ermitteln, deren 




wahre QröBe durch Umklappung bestimmt wird. Sonst bietet diese 
Aufgabe nach dem früheren keine Schwierigkeit, ebensowenig wie die in 
Fig. 156 behandelte Aufgabe, hei der in einem geneigten Gelände ein 
Tennisplatz mit Aultrag und Einschnitt angelegt werden soll. Gegeben 
ist die Horizontalspur und das Neigungsverhältnis (1 : 5) des Geläudeä, 
die Horizontalprojektion und die Höhe des Tennisplatzes, sowie die Bö- 
schungsverhältnisse (2 : 3). 
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53. Benutzung des SchnittpnnktoB dreier Ebenen. Es wurde 
bei dea Torigen Aufgaben bereits raehrfocli, teils zur Kontrolle, teils 
zur Konstruktion selbst, der Satz benutzt, daß die drei gemeinsamen 
Schnittlinien dreier Ebenen durch einen Punkt hindurchgehen. Die An- 
wendung dieses Satzes als Kunstgriff führte bei vielen Aufgaben Über 
ebene Schnitte häufig sehr rasch zum Ziele, bzw. erleich- 
terte die Konstruktion, namentlich wenn sogenannte lange 
Schnitte auftreten, wie das in Figur 151 der Fall war. , 
Immer, wenn Flächen, die an die Grundfläche anstoßen, ge- 
schnitten werden, schneiden sich die Grundksnten und Schnitt- 
linien auf der Spur der Schnittebene. 

Die Benutzung des Schnittpunktes dreier Ebenen ist aber nicht nur 
in der Horizontalebene möglich, sondern kann ganz allgemein verwendet 
werden. ZkH Seiten des Schmttpolygons schneiden sich immer auf der 
SchniiUinie der ieiden Flädien, in deneri sie liegen (Fig. 157). Durch An- 
wendung dieses Satzes wird eine der beiden Projektionen bei der Kon- 
struktion sogar ganz Qberflfissig. — Häufig ist die Schnittlinie der be- 





Flg. itt. 



treffenden beiden Flächen bereits vorhanden, wie in der Aufgabe 
Figur 158, bei welcher ein Spat durch eine Ebene geschnitten werden 
soll, die durch drei gegebene Punkte seiner Kanten hindurchgeht Sind 
die Schnittlinien nicht vorhanden, so süid sie häufig leicht konstruierbar. 
In Figur 159 z, B. ist eine Pyramide eben geschnitten worden durch 
drei gegebene Punkte auf ihren Kanten. — Beachtenswert ist der Spezial- 

Hanok: DintaUsnds OhidMiIb. I. 6 
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fall des genannten Satzes: Die Schnittlinien einer Ebene mit paralleleD 
Flächen sind parallel (Fig. 158). 

54. DurcbdringnDgen zweier Polyeder. Wenn zwei Körper sich 
gleiclizeitig an derselben Stelle des Raames befinden, bo durchdringen 
sie sich gegenseitig^ dabei sind ruet FaUe m^lich: entweder beide 
Körper scheiden sich gegenseitig ein seitliches Stück hentoB, indem sie 




sich gabelförmig umfassen; in diesem Falle schneiden sich die Ober- 
flächen beider Korper im einem gescldobsenen polygonalen Zuge, der „Durcb- 
dringungs^ur" ; oder ein Körper dringt in den andern ganz ein, ver- 
schwindet in diesem und tritt an einer anderen Stelle wieder heraus; 
in diesem Falle besteht die Durchdringungsftgur aits zwei polygonalen ge- 
schlossenen Zügen. 

In der Praxis tritt die Aufgabe, eine Durchdringung ku konstruieren, 
in verschiedener Gestalt auf. Bald interessiert nur das beiden Körpern 
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gemeinsame StQck (Fig. 161), bald der Gesamtkörper (Fig. 160), bald 
die Restkörper (Fig. 162 und 163), die nach Wegnehmen des von dem 
andern Körper herau^eschnittenen StUekee übrig bleiben. In allen Fällen 
kommt es darauf an, die I>ur(iuirir^ungsfigur 
XU ermitteln. Die Seiten dieses windschiefen 
Polygons werden gebildet ron den Schnitt- 
linien, in denen sich die Fläoben der Körper 
schneiden. Die Ecken der Durchdringungs- 
figur werden von den Schnittpunkten gebil- 
det, in deneD die Kanten eines Korpers in 
die Flächen des andern einatoSen. Die Durch- 
driogangs&gur kann einmal durch Koastmk- 
tion ihrer Seiten, dann aber anch dvg-ch Er- 
mittdung ihrer Eckpunkte bestimmt werden; 
im allgemeinen ist das letztere weitaus ein- 
facher. Die Konstruktion der Durchdringung»- 
tignr setzt sich dann zusammen ans einer Reihe 
Ton Mnxeüconärvktionen, von denen jede darin 
besteht, daß man eine Kante des einen Kör- 
pers mit einer Fläche des andern zum Schnitt bringt. Diese Fundamental* 
konstruktion ist aber bereits in § 7, Fig. 21, abgehandelt worden. 

Natürlich braucht man nicht jede Kante von jedem der beiden 
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Körper daraufhin zu untereucben, ob sie einen Schnittpunkt mit einer 
Fläche des andern Körpers besitzt; häufig sieht man ohne weiteres, daß 
eine Kante eine Fläche nicht edmeiden kann, z. B. dann, wenn beido 
Projektionen der Kante ganz außerhalb der Projektionen der Fläche 
liegen. 

Man beachte ancb, daß, wenn nnr eine Projektion einer Kant« die 
Projektion einer Fläche eo schneidet, daß beide Endpankte der Kante 
außerhalb der FUche li^en, 
auf dieser Kante entweder gar 
kein Schnittpunkt, oder zwei 
und nur zwei liegen können. 
Selbstverständlich ist ein 
Schnittpunkt einer Kante mit 
einer Fläche nur dann eine 
Ecke der DurchdringungsGgur, 
wenn derselbe auf der Kante 
selbst — nicht auf ihrer Ver- 
längerung — und innerhalb 
der Fläche liegt. 

Hat man auf diese Weise 
alle Ecken der Durchdringungs- 
ßgw bestimmt, .w sind dieselben 
durch einen polygonalen Zug 
ga verbinden. Dies geschieht 
folgendermaßen. Man geht 
von einem beliebigen Punkte 
aus und sucht einen zweiten 
Punkt, der sowohl in der näm- 
lichen Fläche des einen, als in 
der nämlichen Fläche des 
andern Körpers liegt, verbindet diese beiden Punkte und geht in derselben 
Weise weiter. Gelangt man schließlich zum Anfangspunkt zurück, und 
sind alle Punkte durch einen fortlaufenden Linienzug verbunden, so be- 
steht die Durchdringungsfigur ans einem einzigen polygonalen Zuge. Sind 
d^egen noch einige Punkte übrig geblieben, so zerfällt die Durch- 
dringungsfigur in zwei Polygone. Schließlich sind noch diejenigen Teile 
der Durchdringungsfigur festzustellen, die von einem der Körper ver- 
deckt werden, also unsichtbar sind. Eine Linie der Schnittfigur ist nur 
daim sichtbar, tienn sie sowohl in einer sichtbaren Fläche des ei)Kn als 
atick in einer sichtbaren Fläche des andern Körpers liegt. 
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Zam Schlüsse kann man als Genauigkeit^obe 
wieder den Satz anwendeo, daß die drei Schaitt- 
linien dreier Flächen durch einen Punkt gehen 
müssen, nnd zwar immer dann, wenn in einer 
Fläche zwei Seiten der Dorchdringniigsfigur liegen, 
die nicht direkt aneinander stoßen. 

55. DarchdriDgnngeii von Pyramiden nnd 
Prismen. Im vorigen Paragraphen wurde der 
allgemeinste Fall einer Durchdringung behandelt 
Die Konatmktion läßt dann eine wesentliche Vereinfachtmg zu, wen» t 
sich um Pyramiden oder Frismen handelt, die mit einer Grundfläche i 
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der SoriMoriial^>ene liegen. Es ist das zwar ein spezieller Fall, indesseD 
kommt er in der Prasts sehr häafig vor. In diesem Falle schneidet 
man die beiden Körper durch eine Reihe von Hilfsebenen, deren Schnitt- 
linien mit den Körpern möglichst einfach sind. Das sind bei zvei 
Prismen Ebenen, die parallel den beiden Seitenk&nten sind, bei einem 




Prisma und einer Pyramide Ebenen, die parallel der Seitenkante des 
Prismas sind und durch die Spitze der Pyramide gehen, und endlich bei 
zwei Pyramiden Ebenen, die durch beide Spitzen hindurchgeheD. 

Durch die Horizontalspuren aller dieser Ebenen werden auf den in 
der Horizontalebene liegenden Qrundiliichen diejenigen Punkte bestimmt, 
von denen die Schnittlinien der Hilfsebenen mit den Körpern — entweder 
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parallel mit den Frismenkanteit oder durch die Spitzen der Pyramiden 
hindurch — auBgeheu (Fig. 164). Die Schnittpunkte der Schnittlinien, die 
je Ton derselben Hilfaebene auf beiden Körpern erzeugt werden, sind Punkte 
der Darchdriogui^&gur. Natürlich wird man nur die Hilfsebenen legen, 
welche die Ecken der Durchdringungsfigur liefern; das sind diejenigen 




Ebenen, die je durch eine Kante eines der beiden Körper hindurchgehen, 
deren Horizontal spuren also je durch eine Ecke der in der Horizontalebene 
liegenden Grundflächen hindurchgehen. 

Die Horizontal spuren der Hilfsebenen sind unter sich parallel, wenn 
es sich um zwei Prismen handelt (Fig, 165); die Richtung der Spuren 
wild zweckmäßig in einer Nebenfigur dadurch ermittelt, daß man zwei 
sich schneidende Geraden zeichnet, von denen die eine parallel den 
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Kauten des einen PrismaB, die 
andere parallel denen des andern 
ist. Die Yerbindungslinie der Ho- 
rizontalapuren dieser Geraden gibt 
die Biclitung der Horizontalspu- 
ren der Hilfsebenen an. 

Handelt es sich um ein 
Prisma und eine Pyramide (Fig. 
166), so legt man dnrclt die Spitze 
der letzteren eine Gerade parallel 
den Prismenkanten; darch die 
Horizontalspur derselben müssen 
die Horizontalsporen aller Hilfs- 
ebenen gehen. 

Bei ewd Piframiden endlich 
(Fig. 167) legt man dnrch die 
beiden Spitzen derselben eine 
Gerade, durch deren Spurpunkt 
die Spuren der Hilfsebenen gehen 
mflssen. 
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Dnrchdringu Dgen. 



Hat man all« Eckpunkte der Dnrchdmigungsfigar ermittelt, ao ge- 
schieht das Verbinden derselben ganz wie im allgemeinen Falle. Dabei 
ist eine Entsi^iduf^ darüber, ob das Scknittpdygon in »wei Züge »er- 




fäUt, oder ob es aus einem geschlossenen Zuge besteht, von Anfang an leicht 
möglich, indem man an die beiden Grundflächen Je die beiden sie tan- 
gierenden Hilfaebenen legt. Liegen diese Grenzlinien dea einen Kör- 
pers beide zwischen den Grenzlinien des andern, so zerfällt das Schnitt- 
poljgon in zwei geschlossene Züge (Fig. 166 n. 167), liegt nnr eine 
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Grenzlinie des einen Körpers zwischen deu Grenzlinien des andern, so 
besteht es aus einem geschlossenen Zuge (Fig. 165), und wenn endlich 
heide Grenzlinien des einen Kürpers außerhalb denen des andern liegen, 
80 schneiden sich die Körper überhaupt nicht. 

Es sei noch bemerkt, daß, uetin die beiden GrundfläcJien sicfi selbst 
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schneiden, damit ein Teil der Ecken der Durchdriugungsfignr unmittel- 
bar gegeben ist 

Es wurde Bcbon bei ebenen Schnitten darauf hingewiesen, dafi die 
Schnittlinien «nrf Grundkanten sich auf der Spur der Schnittebene schneiden 
müssen. Unter Anwendung dieser Beziehung läßt sich das game Durdi- 
dringungspolygon aucJi direkt ermitteln, wenn nur eine Ecke desselben 
bekannt ist (Fig. 168). 

Besonders einfach ist die Ermittelung des Schnittes eines auf der 
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Horigontcdebme senkrecht ^,ehenden Frismas und eines andern Körpers, 
z. B. einer Pjrsmide (Fig. 169), was in der Praxis häufig vorkommt. 
In diesem Falle hat man die Ecken, die auf den Pyramidenkanten liegen, 
unmittelbar in der Horizontalprojektion und kann diese sofort durch 
HinaufloteQ in der Vertikalprojektion bestimmen, während man die 
Ecken, die auf den PrismenkanteD liegen, in der Vertikalprojektion dar 
durch erhält, daß man die Schnittlinie einer Priamenääche mit einer 
Pyramidenfläche, die in der Horizontalprojektion unmittelbar vorhanden 
ist, in die Vertikalebene hinauflotet. 
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Die FrojektioD eine« EOrpera io beliebiger Lage. 



In den Figuren 170—173 sind die mitgeteilten Metboden zur Kon- 
straktion Ton Durchdriagangen auf Beispiäe aus dem Gebiele der Ärchi- 
tektur angewandt. 



U. Teil. 

Die axonometrische Methode. 

TU. Kapitel. 

Orthogonale Projektion. 

56. Die Projektion eines Körpers in beliebiger Lage zur Pro- 
jektionsebene. Wir hatten bei der Diskussion eines Polyeders aus Be- 
quemliclikeitBrück sichten dasselbe stets mit einer Fläche in die Horizontal- 
ebene gelegt. Wir wollen uns jetzt aus einer solchen speziellen Pro- 
jektion eine andere herstellen, bei welcher sich das Polyeder i: 




Lage mtr FrojekHomebene befindet. Das kann entweder dttr^ Drehung 
des Polyeders oder durch Transformation geschehen. 

Um etwa eine reguläre quadratische Pyramide, die mit ihrer Grund- 
fläche so in der Horizontalebene liegt, daß eine Seite des Quadrates 
parallel der Projektionsachse ist, in eine beliebige Stellung überzufahren, 
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wollen wir dieselbe znoäcliBt um. eine Gerade drehen, die senkrecht snf 
der Horizontalebene steht (Fig. 174 ohne den Pfeil). Dabei bleibt die 
Gestalt der Horizontalprojektion erhalten, nur ihre Lage ändert sich. 
Auch die Höhen bleiben dieselben, können also Ober dem gedrehten 
Gnmdriß direkt TOm ersten Au&iß flbertragen werden. Alsdann drehen 
wir den Körper noch am eine Achse senkrecht zur Vertikalebene. Hierbei 
ändert die eben erhaltene Vertikalprojektiou zwar ihre Lage, aber nicht 
ihre Gestalt, und es bleiben die bei der ersten Drehung erhaltenen Or- 
dinaten nnverändert. Trägt man diese unter die zuletzt erhaltene Ver- 
tikalprojektion auf, Bo erhält man in der Horizontalebene eine neue, 
ganz beliebige Projektion der Pyramide. 



67. Projektion eines Körpers in bestiniintor Richtung. Wir 

wollen nnn die Prcijektionsrkhtu»g der eben erhaltenen Projektion da- 
durch andeuten, daß wir in 
der letzten Vertikalprojektion 
einen senkrechten Pfeil einzeich- 
nen, dessen Spitze etwa in der 
Spitze der Pyramide liegen möge, 
so daß er sich in der Hori- 
zontalprojektion als Punkt pro- 
jiziert (Fig. 174 mit Pfeil). Wir 
denken diesen Pfeil starr mit 
der Pyramide verbunden und 
wollen nun diese samt Pfeil 
wieder in ihre alte Lage zu 
rückdrehen, so daß wir die 
Pi'ojektionen des Pfeiles in 
Grund- und Aufriß der Pyra- 
mide einzeichnen. Wir können 
dann auch annehmen, daß die- 
selben von vornherein zusammen 
mit dem Grund- und Aufriß 
der Pyramide gegeben sind, und 
die Aufgabe stellen, eine Pro- 
jektion der Pyramide durch Drehen derselben so herzustellen, daß die 
Projektionsebene senkiecbt auf dem Pfeil steht, oder die Fi/ramü/e soll, 
in Biddung des Pfeiles orthogonal projiziert werden. Die Lösung dieser 
Aufgabe wurde in umgekehrter Reihenfolge soeben ausgeführt und 
bietet daher keine Schwierigkeit mehr. Mau dreht zunächst die 
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Horizontalprojektion der Pyramide bis der Pfeil parallel der Vertikalebene 
ver^uft nnd überträgt die Höhen. Dann dreht man die neu erhaltene 
Vertikalprojektion bis der Pfeil seokrecht znr Horizontalebene steht and 
überträgt die durch die erste Drehnng erhaltenen Ordinalen. 

Dieselbe Äafgabe ist, wie schon erwähnt, auch mittels Transformation 
dadurch zu lösen, daß man durch zweimalige Transformation wieder er- 
reicht, daß eine bestimmte Gerade — der Pfeil — senkrecht auf der 
letzten Projektionsebene steht (Fig. 17Ö). Die Ausführung ist bereits 
früher besprochen und erfordert das Zeichnen von vier Projektionen, 
während beim Drehen deren sechs gezeichnet werden müssen. Bei der 
Transformation fällt nämlicb das nochmalige Kopieren der gedrehten 
Projektionen fort. Daher ist diese Methode zwar einfacher, die Methode . 
der Drehung aber anschaulicher. 

5H. Übersicht über das axonometrl»ehe Verfahren. Das in § 56 

und 57 angegebene Verfahren kann nun dadurch wesentlich vereinfacht 
werden, daß man die Operation des zweimaligen Drehens oder des zwei- 
maligen Trans form ierens nicht mit sämüichen Ecken des Polyeders vor- 
nimmt, sondern nur mit vieren, und die übrigen Ecken auf andere 
Weise ermittelt. Wie dieses ausgeführt werden kann, lehrt die Axono- 
märie; das Verfahren derselben besteht darin, daß man das gange Objekt 
auf ein räumliches reditwinkliges Koordinaienaystem beeiehl, zunächst die 
Projektion von diesem in der verlangtf.n Stellung ermittdt und dann die 
Ecken des Polyeders mittels ihrer Koordinaten einsägt. 

Denken wir uns etwa a, |, rj, £ (Pig. 176) sei das Bild eines lüom- 
lichen rechtwinkligen Koordinatensystems, bei 
dem alle drei Achsen gleich lang gemacht worden 
sind, so kann mau die Bilder der Eckpunkte 
eines Polygons durch ihre Koordinaten mit Hilfe 
des Satzes eintragen, daß zwei parallele Strecken 
sich parallel und proportioniert projizieren. Der 
Satz lehrt nämlicb, daß alle Koordinaten derselben 
Richtung sich parallel ubbildenund sieb im gleichen 
Verliältnis verkürzen, so daß die wahren Ko- *^* '" 

ordinaten eines Punktes x, y, s und ihre Abbilder |, tj, % stets in der 
Beziehang stehen: 



ffii 2jj Sa heißen die drei axonomdrischen Verkürzungsverhältnisse. Durch 
sie und die drei „scheinbaren Ächsenwin/cel" w,^, w^^, lt\^ ist die Pro- 
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jektion des ÄcliaeiikreuzeB oder des „(uronometrischen DreHieins" bestimml:. 
Ist daher die Lage der oeuen ProjektionaebeDe Enm Objekte gegeben, 
80 hommt alleg darauf an, diese sechs axonomeirischen Grundkonaianten ew 
ermiUdn, weil nach dem oben augefUhrten Satze dann das Eintragen der 
Koordinaten keine Schwierigkeit mehr macht. Dabei können wir zweck- 
mäßig annehmen, daB nicht die Lage der neuen Projektioneebene, londern 
— wie früher bei der Pyramide — die Richtung der ProjektiooBBtrahlen 
dadurch gegeben ist, daß die beiden Projektionen eines derselben im 
6mnd- und Aufriß gegeben sind. Diesen Projektionastrahl können wir 
auch als die S^iehhmg anffaaaen, in wacher das Objekt aus unendlicher 
Feme angesehen werden soll. 

Bei der Herstellung einer asQuometrischen Abbildni^ sind demnach 
die in deu folgenden vier Paragraphen genauer besprochenen rier Opera- 
tionen nötig. 

69. Anfetellang eises Bauplanes. Dazu gehört, daß man das 
ahxuhüdende Objekt in Beziehung za einem Aclisenkreuz setzt und die Sidi- 
tung der Projektionsstraiden so fesäegt, daß man 
ein hübsches und zweckmäßiges Bild erhält 
(Fig. 17?). Bei der Wahl des Dreibeins wird 
man möglichst die drei Achsen parallel den drei 
vorhandenen Hauptrichtnngeo legen. Es ist da- 
bei nicht nötig, daß die Achsen OX und OY 
in der Horizontalebene liegen; auch ist es häu- 
fig zweckmäßig, z. B. bei einem architekto- 
nischen Kranzgesimee, die nach unten gehende 
Richtung der vertikalen ^-Achse zu benutzen. 
Die verlangte Projektionsrichtung möge durch 
die Projektionen s und s' eines Projektioos- 
Btrahles festgelegt werden. Die Wahl der Ho- 
rizontalprojektion desselben muß sich danach 
richten, ob man den Gegenstand mehr von der 
Seite oder mehr von vorn abbilden will. Ebenso 
wird man je nach der Annahme der Vertikal- 
projektion s' desselben mehr oder weniger Aufsicht auf den Körper er- 
halten. Der Winkel, den s' mit dem Grundschnitt bildet, kann auch 
negativ gewählt werden; man erhält dann keine Aufsicht mehr, sondern 
Untersicht, wie sie z. B. bei Deckenkonstruktionen verlangt wird. 

60. Errichtung des Baugerttstes. Die sechs axonometrischen Grund- 
konstanten «',,, «jj, M'Bi, i/i, 5j, Q) für die nunmehr durch s und s' fest- 
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gelegte Frojektioiisrielitung könoen entweder durch Drehen des Dreibeins 
oder darch Transformation in ähnlicher Weise, wie wir die quadratische 
Pyramide drehten, bzw. transformierten, ermittelt werden. Am einfach- 
sten verfährt man dabei etwa folgendermaßen (F^. 178). Es sei das 
Achsenkreuz so aDgenoDuneo, daS die X- und die iT-Acbse in der Hori- 
zontalebene liegen, erstere parallel mit dem Grondschnitt nach linke ge- 
richtet, letztere nach Tom. Die Z-Achse weise nach oben. Außer den 
beiden Projektionen des Achsenkreuzes oxye und o'x'y'z' sei noch die 
Richtung gegeben, in welcher das Dreibein von einem unendlich fernen 
Auge angesehen oder orthogonal projiziert werden soll, durch die Pro- 
jektionen eines solchen Sehstrahles s — ao und s'—a'o'. Dann wählt 
mau zunächst eine neue Yertikalebene parallel dem Sehstrahl und über- 
trat auf diese die Höhen der einzelnen Punkt«, so dafi sich das Drei- 

'"x"y"e'' und der Seh- 



U 




strahl in a"o" projiziert Senk- 
recht zu diesem wird nun eine 
letzte Projektionsebene einge- 
ftihrt tmd auf diese die durch 
die erste Transformation erhal- 
tenen Ordinalen Dbertr^en, so 
daß sich et^til als Projektion 
des Dreibeins in der verlangten 
Richtung ei^bt. Nattlrlich 



Fig. US. 



wird man diese Konstruktion in einer Nebenfigur in Terkleinertem 
Maßstabe aasfQhren. Doch soll derselbe nicht so klein sein, daß die 
Genauigkeit darunter leiden könnte, denn ron der Genauigkeit des Bau- 
gerüstes hängt die Genauigkeit des ganzen Baues ab. Hat man so das 
Bild des Achsenkreuzes oli;^ ermittelt, so trägt man es in dem ver- 
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langten MnBstabe anf und zwar ra^ vertikal, weil das Bild an Anscliau- 
liclikeit gewinnt, wenn die nraprüngticlien Höhen wieder vertikal er- 
scheinen (Fig. 179). 

61. Das Zahaaen der BBUsteine. Ehe man die Koordinaten der 
einzelnen Punkte auftrat, wird man gut tun, ihre scheinbaren Längen 
idle fabrikmäßig zu ermitteln, d. b. ihre wahren Längen eo zu reduzieren, 
iliiß ateta J ■- ^i^;, rj = q^y und £ = q^n wird. Sind die wahren Längen 
der Koordinaten in Grund- und Auiriß 
gegeben, ao bedient man sich am zweck- 
mäßigsten eines Diagrammaßstahes (Fig. 
180): bezeichnet l die wahre Länge der 
drei Achsen nnd il,, A^.A, die scheinbaren 
Längen der X-, Y-, ^Achse, so ziehe 
man in den Abstünden X^^, X^, ^ und l 
von einem Punkte c vier Parallelen und 
bezeichne diese mit |, tj, J, x—ij—z, 

Hg IM ^° ^^^ ""'i ■" ^i' ^^* ^ ^' "") "" ^ 

und CO = 1 wird. Schneidet man daun 

auf der x—y—«- Linie die wahre Länge irgendeiner Koordinate ab 

und zieht durch ihre Endpunkte Geraden nach c, so schneiden diese auf 

einer der drei anderen Parallelen jedesmal die gesuchte scheinbare Lunge 
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heraus, und zwar auf der |-Liiiie, wenn diö betreffende KoordiDate par- 
allel der X-Achse ist, auf der ij-Linie, weon sie pnrallel der y-Acbse und 
auf der £;-Linie, wenn sie parallel der Z-Achse ist. 

Sind die wahren Längen in Zahlen gegeben, etwa dadurch, daß die 
Maßzahlen aller Koordinaten in einer Skizze eingezeichnet sind, so 
legt mau von vornherein ein Maßstahnde an, *indem man durch c ein 
Strahlenbflschel zieht, das auf der :r— y— f-Linie eine Maßskala, z. B. 
immer 2 mm, herausechneidet (Fig. 181). Man kann dann die schein- 
baren Längen jedesmal direkt mit dem Zirkel abgreifen. Maße, die im 
Netz nicht selbst enthalten sind, werden abgeschätzt. 

62. Zasammeiifilgen der Bausteine znm Bau. Nunmehr werden 
die reduzierten Koordinaten in das scheinbare Dreibein eingetragen. 




Flg. 18ia 



Dabei entsteht in der X-l'-Ebene ein asonometrischer Grundriß, der 
von dem Bild selbst überdeckt wird. 

Um diesem Übelstande abzuhelfen, ist es zweckmäßig, von vornherein zu 
jeder Höhe noch ein konstantes StQck zu addieren, so daß das ganze Ob- 
jekt um dieses Stück in die Höhe gerückt erscheint, gewissermaßen auf 
Stelzen steht. Handelt es sich um ein Gebäude, so kann man das 
hinzugefiigte Stück auch als untergescboheaen Keller ansehen; daher 
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Flg. 181b. 



Dennt mau den in der X-F- Ebene li^nden Grundriß auch Kdler- 
grundriß (Fig. 179). Von dem eigentlichen Qrundriß werden dann nnr 
die sichtbaren Linien gezeichnet. Obwohl man die scheinbaren Ko- 
ordinaten CabriktaäBig eintragen wird, wobei eine Stellschiene gnte 
Dienste leistet, so darf man dabei doch nicht ganz pedantisch verfahren, 
man wird vielmehr zunöfiist nur die Hawptpunlde des Bildes festig;«», 
das Gerippe aufbauen, and erat nachträglich die Ueino'en Details hinzu- 
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fSgeo, die sich daim häufig direkt einzeichnen lasBen. Zn beachten ist, 
daß auch zwei Strecken, die nicht parallel einer Achse sind, aber nnter 
sich parallel yerlaufen, eich parallel und proportioniert abbilden. Über- 
haupt Buche man alle Erleichterungen, die die spezielle Natur des Ob- 
jektes bietet, auch auszunutzen. 

In Fig. 182 ist eine kompliziertere axonometrische PerspekÜTe — 
ein dorisches Kapitell — durchgefQhrt. 
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83. WBrdlgnns der axonometriMheii Xethode. Die Axono- 
metrie hat früher eine ziemliche Übenchätzoog erfahren, die darin ihren 
.'9rQaJ hatte, daß man glaubte, in ihr eine Methode gefunden zu haben, 
die' gieici]zeitig ein plaatisches Bild liefert und es ermöglicht, die wahren 
■.£äBB%it . leicht zu ermitteln. Die Grund- und ÄufriBmetbode, 
wie aie von Honge anagebitdet war, liefert zwar die wahren 
Dimensionen direkt, aber kein plaetiscbes Bild, während umgekehrt eine 
beliebige Projektion eines Gegenstandes zwar ein anschauliches Bild des- 
selben bietet, dabei aber die wahren Längen verloren gehen läßt. Bis 
zu einem gewissen Grade werden nun in der Tat beide Vorzüge durch 
die Axonometrie vereinigt Zwar sind die wahren Längen nicht direkt 
in dem axonometrischen Bilde enthalten, doch können sie von denjenigen 
Strecken, die parallel den drei Achsen, 
also parallel den drei Hauptrichtnngen 
sind, sofort abgegriffen werden, sobald das 
Bild des KoordiDatensjstems und des 
axonometrischen Grundriases, sowie die 
RednktioDsmaßatäbe gezei ebnet vorliegen. 
Auch für eine schiefe Strecke Ä B ist die Er- 
mittdii'ng ihrer uakren Länge nicht allzu 
\ umständlich (Fig. 183). Man hat ein 
rechtwinkliges Dreieck zu zeichuen, dessen 
Katheten gleich dem Abszissenuuter- 
Bchiedea;^— rTj der Punkte jlundBund dem 
Ordinatenunterscbiede y^ — y^ derselben 
sind. Die Hypotenuse des Dreiecks liefert 
die wahre Länge der Horizontalprojektion 
der Strecke. Benutzt man diese als Kathete eines zweiten rechtwinkligen 
Dreiecke, deseen andere Kathete der Höhenunterschied a„ — z^ ist, so ist 
seine Hypotenuse gleich der gesuchten wahren Streckenlänge l. 

Als Weisbach im Jahre 1857 die axonometrische Methode ausbil- 
dete, glaubte man sogar einen vollständigen Ersatz für die Mongesche 
Grund- und Au friß- Methode gewonnen zu haben. An Stelle des eigent- 
lichen Grundrisses wurde der axonometriBche gesetzt, und an Stelle des 
durch Auftragen der Hohen erhaltenen Mongeschen Aufrisses trat der 
ebenfalls durch Auftragen der Höhen erhaltene „axonometrische Aufriß", 
d. h. das Bild. 

Indessen haben sich die Hoffnungen, die die Axonometrie anfäng- 
lich erweckte, doch nicht erfüllt, denn schon die einfachsten metrischen 
Beziehungen, z. B. die senkrechte Lage einer Geraden zu einer Ebene 
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könneo Dur sehr viel omatündlicher dargestellt werdeo als durch die 
Grund- nod Äufi-ißmethode. Man hat sich überzeugt, daß die letztere 
Methode schlechterdiDgs nicht entbehrt werden kann. Dazu kommt noch, 
daß sieb die Lehrmethode der Mongeschen darstellenden Geometrie, die da- 
mals in Deutschland nur nenig bekannt war, seither sehr viel verbessert 
bat und selbst in Handwerkerkreise eingedrungen ist. 

64. Weitere Vereiafachangen. Über die weitere Aasbildung, die 
Weisbach der axonometrischen Methode gegeben hat, wollen wir noch 
einiges, wenn auch ohne Beweis, hinznfOgen, da diese Dinge bei einigen 
Lehrern sich immer noch einer gewiesen Beliebtheit erfreuen, wennglek^ 
sie als definitiv veraltet tu bezeichnen sind. 

In den meisten Fällen wird nicht eine Ansicht in ganz bestimmter 
Richtung verlangt, sondern es genügt, überhaupt ein gefälliges Bild her- 
zustellen, so daß die sedm Grundkonstanten q^, 9,, 9,, w,j, w^^, w„ bis 
0u einem geuHSsen Grade willkürlich angenommen werden können. Es 
läßt eich nun zeigen, daß durch zwei derselben die vier anderen bestimmt 
sind. Am besten vrählt man zwei der ^-Größen willkürlich und ermittelt 
hieraus die vier anderen. Statt zweier ({-Größen kann man auch 
die Verhältnisse von g, : ?} : q^ beliebig wählen, so daß also: 

ist. Ist beispielsweise j, : §, : g, = 9 : 5 : 10 oder = ^ : ^ : 1, so heißt 
das, der Reduktionsmaßstab fdr die Y-Richtung ist halb so groß wie 
der für die Z-Richtung, und der für die X-Richtung ^^ so groß. Da die 
Zeichnung im allgemeinen in verkleinertem Maßstabe ausgeführt wird, 
vrird man also für die Originalmaßstäbe das Yerjüngungs Verhältnis zu- 
nächst willkürlich wählen, dieses im YerlmltniB q^ reduzieren, um so den 
g-Maßstab zu erhalten, und endlich hiervon \ als 17-, und ^ als g-Maß- 
stab wählen. Statt dessen kann man auch direkt den ^-Maßstab beliebig 
annehmen und hiervon ^ and \ filr die beiden anderen Maßstäbe neh- 
men. Im Interesse der Einfachheit wird man für die drei ir-Grö&en 
ganze Zahlen annehmen, die übrigens insofern einer gewissen Best^rän- 
hmg unterliegen, als Tj* -\- n^ > w,* sein muß. Weil man gewöhnt ist, 
die Gegenstände aufrecht stehend zu sehen, so wird man die Höhen- 
dimensionen am wenigsten verkürzen, also von den drei gewählten 
Zahlen die größte als n^ annehmen; ir, dagegen wird man ^m kleinsten 
wählen, weil die Tiefendimensionen zweckmäßig stärker verkürzt er- 
scheinen als die Breiten. Hat man über n^, %^ und w, verfügt, so 
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lasaeD sich die zugehörigen drei Bcheinbaren Achseuwiukel herechDen 
mit Hilfe der Formel: 

- V(- «i' + «,' + «,*)• (V - ''," + *»')> 

AUS der sich die entsprecheDden Formeln fDr 
tv„ and Wfi durch zyklieche YerUtiechiiDg der 
Indizes ergeben. 

Anch hmstrvktiv lassen sich w^, w„ und 
Wj, ermitteln. Zeichnet man nämlich ein Drei- 
eck, dessen Seiten x,*, a^ und x,* sind, so 
bilden die drei Winkelbalbiemngeliuien des- 
selben miteinander die drei gesuchten Win- 
kel w (Fig. 184). 




66. Die einfaclisten axonometiischen Systeme. Eiae weitere 
YereinfachuDg kann noch dadurch erzielt werden, daß man zwei der 




«-Größen gleich oder sogar alle drei gleich wählt. Die dadurch entstehenden 
Systeme bezeichnet man als isometrisches, dimetrisckes und Irimetrisches. 
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Innerhalb der beiden letzten aind noch Terachiedene EiDzelarateme m^- 
lich. Die nacbfolgeode Tabdle atellt die einfachaten deraelben znaammen. 



Systeme: 


T,:Ä,:jr, 


^:'^:li 


tp,. 


w„ 


"ii 


Figur 


[aometriach 


1:1:1 


1 : 1 : 1 j 120» 


120« 


120« 


186 


Dimetriach 


,2:1:2 
S:l:S 


1 : 1 ; 1 ) 131"25' 

1 : 1 : 1 1! 133'24^' 


131«25' 
1S3'24^' 


97» 11' 
93»11- 


[ 186 
j 187 


7:6:8 

Trimetriaoh 5:4:6 

9:6:10 


i : i : 1 138n6' 
f : 1 : 1 ! 160«37' 
i:i:li 15T0' 


114046' 
108» 13' 
107H9- 


lOe'ÖS- i 188 
101"10'!; 189 
96"11' ! 190 



Um eine bequeme Vorstellnng davon zu haben, wie aie wirken, ist 
die Abbildung einea Würfela in den aufgeführten Sjatemen beigefügt 
(Fig. 186 — 190). Der Ornnd, weahalb nnter den trimetriachen Systemen 
die Zahlen 1, 2, 3; 2, 5, 4; 3, 4, 5 fehlen, liegt darin, daß dieselben der 
Bedingung »,* + ^r»' > «,* widersprechen. 

Bei der Änswabl einea Syatema fQr eine bestimmte Aufgabe sind 
drei RQckaichten maßgebend. Einmal die Einfachheit der Eonabuktion, 
dann die Gefälligkeit des Bildea, das man erhält, und endlich die Deut- 
lichkeit desselben, die etwa dadurch leiden würde, daß sich eine Gerade 
als Punkt oder eine Ebene als Gerade projiziert, wie es beiapielsweiae 
bei einer Diagonale und drei Di^onal-Ebenen im isometrischen System 
der FaU ist. 

VIIL Kapitel. 

Schiefe Projektion. 

66. Schiefe Parallelprojektion and malerische Parallelper- 
spektire. Wir haben bisher ausschließlich orthogonale Parallelpro- 
jektion benutzt. Die axonometrische Methode ist indessen nicht nur auf 
diese beschränkt, sondern wird mit Vorteil auch bei schiefer Parallel- 
projektion angewendet. Denn auch fUr diese bleibt der Hauptsatz, der 
zur Herstellung von Bildern in unsymmetrischer Stellung benutzt wurde, 
gültig: die Projektionen von parallelen Strecken sind parallel und pro- 
portioniert. Jedoch ist die Projektion einer Strecke nicht notwendig kleiner 
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als ihre wahre Größe, wie bei orthogonaler Projektion, sondern sie kann 
auch größer sein; and zwar ist dieses stets dann der Fall, wenn die 
projizierenden Strahlen mit der Projektionsebene einen kleineren Winket 
bÜden als mit der Strecke selbst (Fig. 191). 

Um von einem beliebigen Körper, etwa einem 
Hause, ein Büd durch schiefe Paraüdprojektion zu 
,.'' erhalten, wollen wir die Ebene, auf die wir proji- 

" * zieren, die Bildebene, Tertikai annehmen. Unter 

dieser Voraussetzung nennt man das Verfahren der 
schiefen Parallelprojektion auch malerische Paralle/perspektive. Die Bild- 
ebene sei durch ihre Spuren gegeben. Um die einzelnen Bildpunkte 
zu erhalten, bestimmen wir die Schnittpunkte der Projektionsstrahlen mit 
der Bildebene, indem wir die Ho- 
rizontalprojektionen derselben zum 
Schnitt mit der Horizontalspur der 
Ebene bringen und von diesen 
Punkten senkrecht hoch gehen bis 
zum Schnitt mit den zugehörigen 
Vertikalprojektionen der Projektions- 
strahlen (Fig. 192). Das BUd selbst 
wird dann nebenaus gezeichnet, in- 
dem man die Punktfolge der Hori- 
zontalspur auf eine horizontale Ge- 
rade überträgt und Über den ein- 
zelnen Punkten die ermittelten Höhen 
der Bildpunkte aufträgt (Fig. 193). 
Dieses Vert'ahren heißt das Durch- 
si^nittsverfahren. 

Da die Bildebene vertikal steht, 
so bilden sich aüe Vertikalen in wahrer Größe ab. Man braucht daher 
nur den Grundriß in l'erspektive zu setzen und in den Punkten des per- 
spektivischen Grundrisses die Höhen in wahrer Größe auf^utr^en. Damit 
sind wir aber wieder auf das axonometrische Ver- 
fahren zurückgekommen und können sogar noch 
einen Schritt weiter gehen, wenn wir auch den 
perspeitiviscJien Grundriß axononidrisch herstellen, 
also obige Konstruktion nur mit dem Achsenkreuze 
ausführen, dadurch die sechs Grundkonstanten be- 
stimmen und alles übrige aioiio metrisch ermitteln. 
Da a% vertikal steht und qa = l ist, so ist 




,yGooglc 



Das Darchschnittsverfkhien, 



107 




die EnnEtruktion nicht einmal mit dem ganzen Dreibein, sondern nur 
mit oxy auBzufiihreii. 

Wie bei schiefer ParallelperspektiTe die Projektion einer Strecke 
auch größer ala sie selbst sein kann, so können g, und q^ auch > 1 
gewählt werden. Jedoch erhält man dann verzerrte Bil- 
der, eben weit es bei dieser Annahme vorkommen wird, 
daß die Projektionen einiger Strecken größer als diese 
selbst ausfallen. Der unschöne Eindruck eines solchen i 
„Zerrbildes" — Fig. 194 zeigt z. B. einen Würfel — 
rQhrt daher, daß das Bild nicht in der Richtung der Pro- 
jektionastrablen betrachtet wird. Nur dann wird dasselbe 
richtig wirken, wenn man es in der genannten Richtung 
betrachtet. Man sieht aber ein Bild im allgemeinen, wenn nichts an- 
deres, etwa durch Anbringen eines Guckloches, veranlaßt wird, Ton vorn, 
d. h. nicht in Übereinstimmung mit der Projektionsrichtung, an. 

67. MilitärperspektlTe. Ein wichtiger Spezialfall der malerischen 
Parallelperspekti?e ist die Militürperspektive, die man erhält, wenn der 
Winkel, den die Projektionsrichtnng mit der vertikalen Bildebene bildet, 
45* beträgt, und die Horizontalprojektion der Projektionsrichtung senk- 
recht auf der Bildebene steht. Es ist dann w',j = 90*' und 3i = ?s = 1, 
Bo daß der perspektiviscfie Grundriß kongruent dem 
wahren Grundriß wird. 

Die Herstellung eines müitärperspektivischen 
Südesiei aläo außerordentlich einfach: man hat nur 
den Grundriß in wahrer Gestalt autzutragen und 
in den einzelnen Punkten desselben die wahren 
Höhen zu errichten. Die Vorteile, die ein Grund- 
riß in wahrer Gestalt und ein plastisches Bild 
bietet, sind also hierbei vereinigt. Daher findet 
diese Methode eine zweckmäßige Anwendung bei 
Festungs-, Städte- und Situationsplänen. Freilich 
ist das Bild nicht sehr natürlich; das rührt aber 
wieder nur daher, daß dasselbe von vorne betrach- 
tet wird. Sieht man es von oben unter einem 

Winkel ven 45° an, so macht es sofort einen natürlichen Eindruck. 
In Fig. 195 ist ein Würfel zur Übersieht, in Fig. 196 und 197 ein etwas 
komplizierteres Gebäude dargestellt. 

66. EaTalierperspektiTe. Wichtiger noch als die Militärperspek- 
tive ist ein anderer Spezialfall der malerischen Parallelperspektive, 
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äie Kavalierperspektive, die man erbält, 
wenn man die Bildebene parallel der 
X-2-Ebene annimmt, so daß Si = ft ™ 1 
und w,, = 90* wird. Ist die Projektions- 
richtung gegeben, so wird das Dreibein 
nach der allgemeinen Konstruktion her- 
gestellt, die sich besonders bequem ge- 
staltet, wenn man dii> Bildebene mit der 
Vertikalebelle zusammenfallen läßt und 
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such die X-Z-Ebem in dies« luneinföllt (Fig. 198). Die Ermittelung 
TOD 9, und Ton w^,, um die es sich ja nur noch liandelt, ei^bt sich 
dann nnmittelbar. ~ 

Umgekehrt kann anch 9, nnd Wj, ganz wiUkfirlioli gewählt werden; 
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ste^B existiert eine zugehörige Projektionsrichtung. Erwähnt sei die An- 
nahme q^ — 1, bei welcher die Projektionsatrahlen mit der Projektions- 
ebene einen Winkel von 45° bilden. Dieser BpeswifiM der Kavalierper- 
sp^ive findet häufig bei Werkzeichnungen, Holz- und Steinverbänden 
Anwendung. Er bietet gewissermaßen ein Analogon zur Militärperspek- 
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tive; denn diese entbält den Grundriß in wahrer Gestalt und umgelegte 
wahre Höhfii, während jene den Aufriß in wahrer Gestalt bietet und 
umgelegte wahre Ordinaien. Übrigens ist die Verkürzung ^j = ^ oder 
= A kaum weniger einfach. Dabei wird dann der Winkel !*,, zweck- 
mäßig = 120* oder — 150° oder = 135° gewählt. Zur BeurteiUmg der Wir- 
kungsweise der brauchbarsten Systeme ist ein Würfel in den Figuren 
199 — 207 dargestellt. In Figur 208 ist ein größeres Beispiel aus dem 
Gebtete der Architektur behandelt. In Figur 209 — 215 sind die wich- 
tigsten Kristallf<yrmen des regulären Systetnes gezeichnet. Dasselbe besitzt be- 
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kftnntlich drei gleichlange aufeinander senkrecIitstelieDde SymmetralacliBen. 
Legt man aUe möglichen Ebenen, die von den drei Achsen Stücke ab- 
schneiden, die sich Terfaolten wie 1:1:1, eo erhält man das Oktaeder 



(Fig. 20d). Verhalten sich die abgeechnittenen Achsenstflcke jedesmal 
wie 1:1:2, 80 erhält man ein Pyramidenoktaeder (Fig. 210); das Ver- 
hältnis 1 : 1 :(X) liefert das Gninatoeder (Fig. 211); das Verhältnis 1 :2:2 




bestimmt das Leucitoeder (Fig. 212), 1:2:3 das Diamantoeder (Fig. 213), 
1 : 2 : CO einen Pyramidenwürfel (Fig. 214) und endlich 1 : oo : co den 
Würfel (Fig. 215). 
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69. Allgemeinste schiefe Farallelprojektioii. FohlkeB Sati. 

Bisher hatten wir die Bildebene stets vertikal aDgenommen. Wfirde mim 
eine ganz beliebige schief gelegene Bildebene wählen, so würde man die 
allgemeinste schiefe ParallelperspektiTe erhalten. Umgekefai-t läftt sich 
beweisen, daß irg^id vier Punkte stets als schiefe ParaJMprojektton der 
Ecken eines Dreibeines angesehen werden können, wenn sie nüAt alle vier 
in gerader Linie liegen, d. h, es existiert stets eine Bildebene und eine 
Projektionsrichtung, für welche sich die vier Ecken eines Dreiheines in 
vier beliebige aber nicht in gerader Linie liegende, vorgegebene Ptmkte 
projizieren. Damit ist aber olfer Zwang bei der Wahl der sechs Grund- 
honstanlen gehoben; dieselben können ganz beliebig nach Qeschmack und 
Bedürfnis ausgewählt werden. Auf einen Beweis dieses von PoUke auf- 
gestellten Satzes wollen wir nicht eingehen. 

70. NaeliteUe der sehiefen Parallelprojektion. Nach dem Bis- 
herigen ist die Frage wohl berechtigt, warum detm die Umständlich- 
keiten, die bei Anwendung von orthogonaler Parallelprojektion un- 
vermeidlich sind, überhaupt nötig sind? Die Antwort tautet: solange 
es sich nur nm ebenflächige und geradlinig begrenzte Objekte handelt, 
ist die ganz willkürliche Wahl der Grundkonstanten oder die Anwen- 
dung der Eavalierperspektive allerdings wesentlich einfacher. Krumme 
Linien jedoch und Flächen bieten bei sdiiefer Projektion Schwierigkeiten. 
Ein horizontaler Kreis z. B. bildet sich bei schiefer Projektion als Ellipse 
mit schiefer großer Achse ab, wie wir später sehen werden, während die- 
selbe bei orthogonaler Projektion horizontal liegt. Bei einem vertikalen 
Kreiszjlinder macht sich das dadurch geltend, daß die geradlinige Eontnr 
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desselben das eine Mal mit dem Achsensclmitt identisch ist, das andere Mal 
aber nicht (Fig. 316 und 217). Die Kontor einer Engel ist nnr bei 
orthogonaler Projektion kreisförmig, während sie bei schiefer Projektion 
im allgemeinen eine Ellipse ist. Aus diesem Grunde ist die Orthogonal- 
projektion nicht zn entbehren; namenthch im Maschinenzeichneu, wo viele 





Rotationsflächen auftreten, wird man stets ein orthogonales azonometri- 
Bchea System wählen. Da Weisbach selbst Maschineningenieur war, so 
ist es nunmehr auch Terständlich, dafi er der von ihm ao^ebildeteu 
Methode eine so große Bedeutung beil^^e. Heutzutage hat jedoch ge- 
rade beim Maschinenzeichnen die Qmnd- und Aufrißmethode die Ober- 
hand gewonnen, und jeder Arbeiter ist imstande, dieselbe zu verstehen 
dank d«n Erfolgen unserer Handwerkerschulen. 
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71. Oeometrisehe Terwandtschftfton. Die Projektionslehre lehrt 
nicht nur, räumliche Objekte and Konstruktionen in einer Ebene abzu- 
hilden, aondem sie liefert anch die Mittel zur Auffindung neuer geome- 
trischer Wahrheiten. Das Wesen der meisten geometrischen Unter- 
suchungen b«etebt darin, daß man schwierigere geometrische Yerhältnisee 
auf einiachere zurückführt. Dieses 
Zurückführen geschieht durch Ver- 
gleichen von Figuren, die in ge- 
wisser Beziehung zu einander stehen, 
und die man daher geometrisch 
verwandte Figuren nennt. Solche 
Figuren können am einfachsten 
durch Projektion hergestellt wer- 
den; man nennt sie dann projdäiv 




Eine ebene Figur kann nun 
entweder auf eine paraUele oder auf 
eine geneigte Ebene paraRel- oder eentralprojiziert werden. Dadurch er- 
geben sich die vier möglichen projektiven Verwandtschaften: 

Eongrue>is durch ParaÜelprojeklion auf eine paraMde Ebene 

(Fig. 218); 
Ähnlidikeit durch Zentralpryektion auf eine paraUele Ebene 

(Fig. 2J9); 
Affinität durch PardMprojeUiott auf eine geneigte Ebene (Fig. 220) 



Eoliinealion durch Zentralprojektio 
(Fig. 221). 



luf eine geneigte Ebene 
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Man kann zwei projektiv verwandte ebene Figorea aus iihrer spe- 
ziellen rHumlichen L^e herauBnehmeo und etwa nebeneiaanderlegen, 
ohne daß dabei gewisse Verwandtechaftseigenschaften verloren geben. 
Für die UnterBucbung der letzteren ist aber die spezielle räumliche, die 
Perspektive Lage besonders bequem. Andererseits ist es aber auch vor- 




teilhaft, wenn man beide Figuren in 
derselben Ebene hat. Man kann nnu 
leicht beide Vorteile dadurch vereinen, 
daß man eine der beiden Ebenen par- 
allel verrückt oder dreht, bis sie in d 
andere hineinfällt. 
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73. Zwei kongni«Dte System«. Verschiebt man von zvei koa- 
gmenten Figuren, die sich im Rsume in perspektiver Lg^e befinden, 
eine derselben parallel mit sich selbst, so bleibt doch die Eigenschaft 
erhalten, daß die Yerbindnngsstrecken je zweier entsprechender Punkte 
einander parallel und gleich sind. Daa gilt 
auch noch, wenn beide Figuren in dieselbe 
Ebene fallen (Fig. 222). Man sagt dann, sie 
befinden sich in derselben Ebene in perspek- 
tiver Lage. Von zwei kongruenten Figuren 
kann daher stets die eine als die ParaUeWer- 
schiebung der anderen aufgefnßt werden. Dem- 
nach sind in kongruenten Figuren die entspre- 
chctiden Strecken und Winkel gleich. Letztere 
Eigenschaft ist uuabhäagig von der perspektiren Lage zweier kongruenter 
Figuren. Es sind also itcei kongrtKvtc Systeme in biliebigtT Lage in einer 
Ebene dureli etcei etitsprechende Punktepaare so bestimmt, daß fu jedem 
ueiieren Punkte der entsprechende konstruiert werden kann. 




73. Zwei ähnliche Systeme. Verschiebt man to» zwei Shnlichen 
Figuren, die sich im Räume in perspektiver Lage befinden, die eine der- 
selben parallel mit sich selbst, so bleiben doch die Eigenschaften be- 





stehen, daß die Verbindungslinien je zweier entsprechender Punkte durch 
einen Punkt gehen, und daß je zwei entsprechende Geraden als Schnitte 
zweier paralleler Ebenen mit einer dritten parallel sind. Das gilt auch 
noch, wenn beide Figuren in dieselbe Ebene fallen. Man sagt dann, 
sie befinden sich in dieser Ebene in perspektirer Lage. Das Pro- 
jektionszentnim heißt dann Äknlichkeitspunkt und zwar innerer (Fig. 223) 
oder äußerer (Fig. 224), je nachdem entsprechende Strecken entgegengesetzt 
oder gleich gerichtet sind. 
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Znfolge der Paralleliföt entspreclieDder Strecken in perspektiver L^e 
stehen die Entfernungen je eweier entsprechender Punkte vom Ihnlichkeits- 
punkt in demselben Verhältnis: 



2m nämlichen Verhcütnis stehen auch je twei etU^prechende Strecken: 

AB BC CA 
TW~ S^C-" CA-' 

Mac nesst dieses für je zwei ähnliclie Figureo konstante Verh&ltnis das 
charakteristische Verhältnis. Da Winkel, deren Schenkel parallel oDd 
gleich oder ent^geogesetzt gerichtet sind, gleich sind, so sind ent- 
sprechende Winkel Siinlicher Figuren gleich. Die letzteren Eigenschaften 
ähnlicher Figuren sind unablüngig [von ihrer Perspektiven Lage. Sind 
daher von ewei sieh in beliebiger, nicht perspektiver, Lage befindenden ähn- 
lichen Systemen mt ewei Punkten die entsprechendat bekannt, so kann mt 
jedem weiteren PitnAie der entsprechende konstruiert werden. 



74. Zwei aiflne Systeme. Durch FsraJlelprojektion einer ebenen 
Figur auf eine zur Ebene derselben geneigte Ebene entsteht eine zur 
ersten aMne Figur. Die Schnittlinie beider Ebenen beißt Affinitäts- 
aehse. JJle Punkte der Affinitäts- 
at^e, als gleichzeitig beiden Ebe- 
nen angehörend, müssen sich selbst 
entsprechen. Entspret^iende Geraden 
schneiden sich daher om/" der Af- 
finitätsaehse. Die Verbindungslinien 
je euieier entsprcchemler Punkte sind 
einander paraUd (Fig. 225). Dreht 
man eine der beiden Ebenen um 
die Äfßnitätsachse, so bleiben diese 
Eigenschaften erhatten, auch wenn 
die beiden Ebenen zusammenfallen. 

Man s^t dann, die beiden afBnen Figuren li^en in dieser Ebene in per- 
spektirer Lage. Das Drehen der einen Ebene bis zum Zusammenfallen 
mit der anderen kann nun um einen spitzen oder einen stumpfen Winkel 
erfolgen; man erhält d^er die beiden affinen Figuren entweder auf der- 
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«elben (Fig. 226) oder auf der entgegengeBetzten (Fig. 227) Seit« der 
Achse. 

Die Projektion einer Figur und ihre innere oder äußere Umklap- 
pung sind beiepielsveise affine Figuren, nur handelt es uch dabei um 
den speziellen Fall der orthogonalen Projektion, bei welcher die Projek- 
tionsatrahlen senkrecht zur Achse verlanfen. 

Da in zwei affinen Figuren in tänmlicher Lage einem anendlich 
fernen Punkte wieder ein unendlich femer Punkt, oder der unendlich 
fernen Geraden der einen Ebene die unendlich ferne Gerade der anderen 
entspricht, so mflssen paraüden Geraden wieder paraltde Geraden ent- 





sprechen und parallelen Strecken der einen Figur proportionierte Strecken 
der anderen (Fig. 228). Ist also AB \\ CD, so ist A'B \\ CD', und es ist 
AB : CD = A'B' : CD'. Diese beiden Eigenschaften zweier affiner Fi- 
gurm sind aber unablüngig von ihrer Perspektiven L^e. 

Daher sind *im affine Systeme, in hdiebiger nicht perfektiver Lage 
hesÜmmi, ivenn zu drei Funkten die entspredienden drei gegeben sind 
(Fig. 229). Denn zu jedem vierten Punkte ist dann der entsprechende 
eindeutig durch diese beiden Eigenschaften bestimmt und kann konstruiert 
werden. Sind nämlich die Punkt« A, B und C und die ihnen ent- 
sprechenden A', B und C gegeben, eo zieht man, um den zu D ge- 
hörenden Punkt ly zu finden, DE l BG und DF l AB, macht 
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A'E':E'ff = AE:EB aai B'F':F'C' = BF:FC, zieht endUch duicli 
E' eine Parallele zu B'C tind durch F' eine Parallele zu A'B' und 
l>e8timQit D' Als Schnittpanki dieser heiden 
Parallelen. 




75. Die Charakteristik der Affinlt&t. Wegen der ParaUelität 
der ProjektionsBtrahlen ist das AbstandsverhÖUnis je zwei^ eniaprechender 
Punkte von der Afßnitätsachse konstant; es heißt die Charakteristik der 
Affinität (Fig. 230). So ist 

aA '^ ßB ~ yC ' 

Werden die ProjekOonsstrcMen senkrecht ewr Achse, handelt es sich also 
um OrthogonalprojektioD, so wird die Charakteri^ik dieser Affinität gleich 
dan Kosinus des Neigangswinkds heider Ebenen (Fig. 231). 




Auch das Inhaltsverhältnis zweier affiner Figvren ist gleich der Cha- 
rakteristik. Es genügt, diesen Satz fQr zwei affine Dreiecke nachzu- 
weisen, da jede andere Figur sich in Dreiecke zerl^en läßt. Dm zu 
beweisen, daß das Verhältnis der beiden Dreiecke ABC und ABC 
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'(fleicb der Charakteristik ist, zerlege man dae Dreieck ABC in die al- 
gebraische Somme der drei Dreiecke Bst + Ctu — Asu (Fig. 232). Ebenso 
das Dreieck j1'£'C' in B'st+Ctu — A'su. Je zwei entsprechende dieser 
Dreiecke haben aber gemeinsame Grundlinien, während ihre Höhen sich 
verhalten wie Bß : B'ß bzw. wife Cy : C'y bzw. wie Aa i A'a. Diese 
VerbältniBse sind aber gleich der Charakteristik; somit ist anch das 
Verhältnis der Dreiecke ABC nnd A'B'C gleich dieser. 





76. CbarsktorlBtih — 1. Wird die Charakteristik gleich 1, so wer- 
den entsprechende Figuren einander fiächengleich. Das 
kann auf dreierlei Weise möglich sein: 

1. dadurch, daß die beiden Figuren auf Ter- 
schiedener Seite der AfGnitätsacbse liegen nnd 
Aa - A'a, Bß — B'ß und Cy - C'y ist (Fig. 233); 
die Figuren sind dann schief si/mmetrisch; 

2. dadurch, daß die beiden Figuren auf dei^ 
selben Seite der Achse liegen und Act — A'a, 
Bß = B'ß und Cy = C'y wird; die beiden Figuren 
fallen dann zusammen, d. h. sie sind kongruent 
(Fig. 23-l)i 

S. dadurch, daß die beiden Figaren auf derselben Seite der Achse 
liegen, die Projektionslote aber parallel der Aflmitätsachse sind, so daB 
Äu-Ä'u-Bß- B'ß - Cc - C> - oo und die Oharaklerislik — ^-1 
wird (Fig. 235). 
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An die Äffingleiclilieit zweier Figoren schließt sieb die Lehre dee 
Euklid TOD der Gleichheit ebener Figuren an, jedoch ist bei ihm der 
Begriff „gleich" weiter gefaßt, da bei af&ngleichen Figoren anofa eine 
Gleichheit in den einzelnen Teilen stattfindet. 




Z 



3 



^ 



77. Grand- nnd Aufriß als afflne Figuren in perspebtiTer Lage. 

Als Beispiel ZKeier affiner Figuren wollen wir noch Grund- und Aufriß 
einer Figur betrachten (Fig. 336). Die Risse sind affin, weil beide Farallel- 
projektionen derselben Figar sind auf zwei zu 
dieser geneigten Ebenen. Sie befinden sich aber 
auch in perspektiver Lage, da entsprechende 
Punkte sich auf Parallelen befinden. Daher 
mUsseo sich je zwei entsprechende Geraden, 
d. b. der Grund- und Aufriß der nämlichen 
Geraden, stets oüf einer Geraden, der Affinitäts- 
achse sckneidea. Diese hat dabei folgende Be- 
deutung: Jeder ihrer Punkte ist sowohl Vertikal-, 

als auch Horizontalprojektion eines und desselben Punktes der Figur. Nun 
decken sich aber die Horizontal- und Vertikalprojektion nur jedes Punktes 
der Halbierungsebene des II. und IV. Raumes (Fig. 237), also müssen 
alle Paukte der A^nitätsachse gleichzeitig auf dieser liegen. Mit an- 
deren Worten : Die Afßniiätsackse ist die eusammenf<dlende VertiiaJ- und 
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BorieontcdprqjäcHoH der ScknitUmie der Figurmä)ene mit der SaJbiervmg»- 
äMine des IL und IV. Baumes. 

TAaa kann diesen Satz von den Sclintttptuikten der zosammenge- 
hörenden Horizontal- und Vertikalprojektionen auch daza benntzen, um 
die Projektionen eines durch drei Punkte gegä>enen Polygons eu vervoU- 
ständigen. Indessen wird die Konstruktion nicht einfacher, als wenn 
man die Diagonalenschnittponkte benutzt (vgl. § 6). 

78. Zwei kollineare Systeme in perspektiTer Lage Im Bamne. 
Durch Zeutralprojektion einer ebenen Figur auf eine zu ihrer Ebene 






geneigten Ebene entsteht eine zu der ersten 
kollineare Figur (Fig. 238). Das Projek- 
tioDBzentrum heißt Kollineatiomeentrum, 
die Schnittlinie beider Ebenen ZbUtneaHons- 
achse. Alle Punkte derselben, als gleich- 
zeitig beiden Ebenen angehörend, ent- 
sprechen sich selbst. Daher schneiden 
sich entsprechende Geraden auf der Koüi- 
neatiansackse. Die Verbindungslinien je 
zweier entsprechender Punkte gehen alle 
durch einen Punkt, das KoUineations- 
Zentrum. 

Die Projektion oder das Abbild / 
der unendlich fernen Geraden der Ori- 
ginalebene ist der Schnitt der Bildebene 
mit einer Ebene, die durch das Zentrum 
parallel der Originalebene gelegt ist, und 
heißt Fluchtlinie (Fig. 239), Da die unendlich fernen Punkte aller Geraden der 
Originalebene auf der unendlich fernen Geraden derselben liegen, so müssen 
' ihre Abbilder alle auf der Fluchtlinie liegen; sie heifien Fluchtpunkte. Die 
Gerade g der Originalebene, deren Abbild ins Uneodliche fallt, heißt 
Gegenlinie. Sie ist die Schnittlinie der Originalebene mit einer Ebene, 
die durch parallel der Bildebene gelegt ist Die Originalebene und 
die Bildebene entsprechen sich Übrigens gegenseitig und sind in der Vor- 
stellung miteinander vertauscfabar. Faßt man die Originalebene als Bild- 
ebene auf, so wird die Gegenlinie zur Fluchtlinie, die Fluchtlinie zur 
Qegenlinie, usw.; die verschiedenen Bezeichnungen sind nur der An- 
schaulichkeit und der bequemeren AusdruckBwei.se wegen eingeführt. 

Schneidet man Bild- und Originalebene durch eine zu ihnen senk- 
rechte und durch gehende Ebene, und schneidet diese die Gegenlinie g 
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in G, die Fluchtlinie f m F 
and die KollineationsachBe c in 
C, so 6tMew die vier Punkte 
0, G, C, F ein Paraüelogn 
Ist alBO nicht bekannt, so 
läßt es sich leicht finden, wenn 
F und G bekannt 
sind. 

Durch f und 
c ist die Bildebene, 
durch g und c die 
Originiüebene in drei Abschnitte 
geteilt, die sich folgendermaßen 
entsprechen (Fig. 240): 

das Stück der Originalebene 
zwischen c und co drängt sich 
auf der Bildebene zwischen c 
nnd f zusammen; 

das Stück der Origisalehene 
zwischen g und t ' 
auf der Bildebene 
aus; 

das Stück end 
ginalebene von g bii 
sich auf der Bild« 
bis f. 

TJm eine Gera 
dm (Fig. 241), b< 
ihren Spurpunkt 
S, d. b. ihren 
Schnitt mit der 
Bildebene, und ' 
ihren Fluchtpunkt 
A durch eine 
ParaUele durch 0. 
Die Verbindungalii 
Punkte ist dann il 

Die Abbilder 
von Parallelen g^ 
einen Puriht, ihren [/cn»nKur»c» 
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Fluchtpunkt. Nor, wenn die Parallelen mit der EoIlineationBachse parallel 
sind, bilden sie eich wieder anter sieb parallel ab, da dann ihr Flucht- 
punkt ine Unendliche fallt. 




Um einen Punkt Ä abeubilden (Fig. 242), legt man durch Um eine 
Gerade, am bequemsten senkrecht zur Achse, und bildet sie ab, indem 
man ihren Spurpankt S mit ihrem Fluchtpunkt, der in diesem Falle 
mit F zusammenfällt, verbindet. Der Schnitt Ä' dieser Verbindangelinie 
mit dem Projektionsstrahl OÄ iat dann das Abbild von A. 

79. Zwei kollineare Systeme in perspektlrer Lage in der Ebene. 

Dreht man die Bildebene am die EollineationBachse, so muß nach wie 
vor jeder Puakt der Achse sieh 
selbst entsprechen, und ent- 
sprechende Geraden mSssen 
eich daher auf dieser schneiden; 
auch die Verbindungslinien je 
zweier entsprechender Punkte 
geben noch durch einen Punkt, 
das Zentrum. Das ist aucb 
dann noch so, wenn die Bild- 
ebene in die Originalebene 
fällt. Je nachdem nun die 
Bildebene um einen spitzen 
oder stumpfen Winkel in die 
Originalebene gelegt wird, 
können zwei Lagen von 0, 
c, f und*/ eintreten: entweder 
(Fig. 243) Hegen und c 
zwischen g und / oder (Fig. 
244) g und f liegen zwischen 
und c. Stets muß OG - 
FC sein. 







oder 
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Die Abbildung einer Geraden erfolgt genau wie früher bei räam- 
Ucher Lage der beiden Ebenen (Fig. 245). Man bestimmt deo Spnrpnokt S der 
abzabildenden Geraden a 
und ihren Fluchtpunkt A 
durch eine Parallele durch 
zu a. AS ist dann das 
Abbild von a. Auch die 
Abbildung eines I'unktes 
erfolgt wie frQher, indem 
man eine Gerade durch 
den Punkt, am bequemsten 
senkrecht zur Kollineationsaehse, dadurch abbildet, daB man ihren Spur- 
punkt S mit ihrem Fluchtpunkt F verbindet und den Schnitt A' 
von SF und OA bestimmt (Fig. 246). A' ist dann das gesuchte Ab- 
bild von A. 

Bewegt man von zwei kollinearen Systemen, die sieh i 
in perepektiver L^e be- 
finden, das eine derselben 
aus dieser Lnge herans, so 
bleiben alle Eigenschaften 
der Lage bestehen, also z. B. : 
zwei parallelen Geraden 
entsprechen Geraden, die 
sich in einem endlichen 
Punkte schneiden. Es blei- 
ben aber atuih gewisse metrische Eigenschaften besteben. Um diese bequem 
aussprechen zu können, sollen zunächst die wichtigsten Eigenschaften 
der Punktreihen und Strahlbüschel besprochen werden. 



1 einer Ebene 




Flg. 14« >. 



80. Fanktreiben und StrahlbOschel. DoppelrerhSltDis. Unter 
einer ebenen Punkireihe versteht man die Gesamtheit aller Punkte einer 
Geraden. Unter einem ebenen StraMbüsckel versteht man die Gesamt- 
heit aller Geraden einer Ebene, die durch einen Punkt, das Zentrum, 
geben. 

Wählt man auf einer Punktreihe zwei Punkte A und B als Gmnd- 
punkte (Fig. 247), so ist die Lage ■-. - O' -' o~'S~ 



X M 
ng MI. 



eines dritten Punktes X durch das 
Verhältnis der Strecken AX und 
XB noch nicht ohne weiteres bestimmt, denn X kann sowohl inner- 
halb, als auch außerhalb von AB liegen. Um seine Lage eindeutig 
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KU fixieren, berflcksiohtigen wir oocb die Richtung der einM^ne» Strecken 
dadurch, daß wir etwa die Richtung von A nach B als positiv wählen 
und dann die umgekehrte Richtung von B nach Ä als negativ be- 
zeichnen, so daß AB— — BA ist. Nunmehr ist in einer Punkt- 
reihe nach FesUeffung Buder Grunäpunkte A und B die Lage jedes 
dritten Punktes X dwrcÄ das Verhältnis p r- ^ d seiner Abstände von den 
Grundpwr^Uen eindeutig besHtmnt. Liegt X zwiecben A und B, fo ist v 
positiv, und zwar — + 0, wtnn X auf A liegt, = + 1, wenn X auf der 
Mitte M liegt, = + 00, wenn X auf B liegt Liegt X außerhalb von 
AB, eo ist V negativ, uud zwor = — 00, wenn X auf B liegt, — — 1, 
wenn X ins Unendliche fällt, und — — 0, wenn X auf A fällt. Um- 
gekdirt ist eu jeder Lage von X das Verhältnis ,.^ eindeutig heäimmt. 
Hat man zwei beliebige Punkte X und }', die die Strecke AB 

o . o o Q in vier Strecken teilen (Fig. 

A X B y 248), so kann man das Ver- 

hältnis der Verhältnisse der- 
selben jFr- : YB ^^^^ ^*^ I)<^ppdv&'häUnis der vkr Punkte ABXY, das 
man kurz auch (^ABXY) schreibt, bilden. Dann ist wieder untt^r Be- 
rfickaiebtigung der Vorzeichen für jedes X und Y der Wert (ABXY) 
eindeutig bestimmt. Dabei können übrigens auch X und 1' als Grund- 
punkte und A und B als Teilpunkte aufgefaßt werden. Liegen die 
Punkte X und 1^ so, daß va = ~ yn '^*' "'^ ^'^"^ "^'^ Stiecke AB 
durch X und Y innen und außen im selben Verhältnis geteilt uird, so 
heißen diese vier Punkte harmonische Punkte. Das DoppelverhÖltnis der- 
selben ist demnach — — 1. Im besonderen bilden uko ruei Punkte A 
und B mit dem Balbierungspunkt ihrer Verbindungsstreike und dem un- 
endlich fernen Punkte vier harmonische Punkte. 

Wählt man aus einem' Straldbüschel zwei Strahlen a und b als 

. Örundstrahlen (Fig. 249), so 

/ ist die Lage jedes dritten 

^ / Strahles x durch das Ver- 

\jf ^iC y^ hältnia der senkrechten Ab- 

j\^, / \v^ stünde irgendeines seiner 

I \ ^-x^ Q,/ y/"^ Punkte X von den Strahlen a 

I \ /y^^ ^"<^ ^ ^^^ ~^ ^^8 dasselbe 

I \^/^ ist — durch das Verhältnis 



n{xb) 



seiner Winkel mit 
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den GmndstnilileD noch nicht ohne weiteres bestimnit, denn x kann 
sowohl in dem spitzen Winkel (aV) als auch in dessen Nebenwinkel, 
dem stumpfen Winkel (6a) liegen. Um seine Lage eindeutig zn 
fixieren, berücksichtigen wir die Ricfi^nff, in der ein Winkel (ab) 
dwchlaufen wird, dadurch, daß wir ihn etwa dann positiv wählen, wenn 
a durch Drehung im entgegengesetzten Sinne der Drehung eines 
Uhrzeigers nach b gelangt. Im anderen Falle ist dann der Winkel ne- 
gativ ZD bezeichnen, so daß {ab) =- ~ (ba) ist. Nunmehr ist in einem 
Strahßtüschd nach Festlegung zweier Grundstrahlen a und h die Lage 
jedes dritten SircMes x durch das Verhältnis v — -■— J"m eindeutig be- 
stimmt (Fig. 250). Liegt .c zwischen a und b, so ist v positiv, und zwar =■ + 0, 
wenn x auf a rällt, — + 1, wenn x auf die Halbierungslinie m von (ah) 





Tig- MO. Fig. *51. 

fällt und =4-00, wenn x auf b fällt. Li^t x in dem N'ebenwinkel 

zn (o6) in (ha), so ist v negativ, und zwar — — oo, wenn x auf b fällt, 

— — 1, wenn 1 auf die Halbierungslinie m' von (6a) fällt, und = — 0, 

wenn x auf a fällt. Umgehört ist su jeder Lage von x das Verhällnis 

. r- eindeutig bestimmt. 

Hat man zwei beliebige Strahlen x und y, die den Winkel ab 

teilen , so kann man das Verhältnis der Verhältnisse *!°-f f,- : -'" ,?. 

tm[xb) »iD(yb) 

oder kurz das Doppdverhältnis der vier Strahlen abxy, das man auch 
(abxtf) schreibt, bilden. Dann ist wieder, unter Berücksichtigung der 
Vorzeichen, für jedes x und g der Wert (abxy) eindeutig bestimmt Liegen 

vier Strahlen abxy so, daß -"^J"^? -■"!"!!! "t, d. h. daß Winkel 

(ab) durch x und sein Nebenwinkel (bd) durch y im selben Verhältnis 
geteilt werden, so beißen diese vier Strahlen vier harmonische Strahlen. 
Das Doppelverhältnis derselben ist demnach 1. Im besonderen bilden 
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eäso jswci Strahlen a und b mit den beiden aufeinander senkrecht stehen- 
den Halbierttt^dinien m und m' ihrer Winkel vier /larmonisiAe Straiden 
(Fig. 251). 

81. Zwei fcollinearo Systeme tu beliebiger Lage. Der Fuada- 
mentalsatz der projektiren Geometrie. Nunmehr eind wir imstande 
die metrischen BezieSnmgen eweier in bdiebtger nicht persp^iver Lage si<A 
befindenden koUinearen Systeme auszasprecbeD. Sie sind enthalten in dem 
Fundamenlalsate der projelUiven Geometrie, der lautet: In zwei koUtnearen 
Punktreiken ist das DoppetverhäÜnis von vier Punkten gleich dem Doppd- 
verhältnis der vier ihnen entsprechenden Punkte. Es ist nämlich (Fig. 252): 

Dreieck ÄOX ~- ^h-AX - \ax sin (ax) 
and 

Dreieck BOX -ih-XS- ^bx sin {xb). 
Durch Division erhält man die Gleichung: 

. , AX a ■ «n {ax) 
■* XB ~ b'»in(x6) ■ 
Ebenso ist 

Dreieck AOY—\h- AT— ^ay sin (ay) 
und 

Dreieck SOY~ihYB~ ^by sin (y6). 
Durch Division erhält man die Gleichung: 

■^> i'B ~b-Biuti/b)' 
Durch Division der Gleichungen 1) und 2) folgt schließlich: 

AX AY sin(ax) ,siii(ay) 

XB ■ YB " aia{xb) ' ain(y6) ' 
Die linke Seite dieser Gleichung ist aber das Doppelverh^ttis (ABXY) 
der vier Punkte A, B, X und Y. Dieses tat gleich einem Ausdruck, in 




welchem nur die Sinus der Winkel (ax), (xb), (ay) und (yb) vorkommen, 
d. b. gleich einem Werte, der nur von diesen Winkeln abhängig ist 
Schneidet man also die vier Strahlen a, b, x und y durch eine zweite 
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Gerade in den Punkten Ä', B', X', Y', wobei die Strablenwiskel an- 
verändert bleiben, so muß auch das DoppelTerhältnis von A', B', X' und Y' 
gleich dem Doppelverhältnis von a, b, x und y sein (Fig. 253). Somit 
sind die DoppelverhältnisBe {ABXY) und {A'B'X'Y') einander gleich. 
Die vier Punkte AB XYmoA aber die Zentralprojektionen der vier Punkte 
A'B'X'Y', so daß sieb dieselben paarweise kollinear entsprechen. 

Man erkennt sofort, daß die nämliche Beaiehtng auch für ewei 
hMineare StraJUbiischel gilt. Denn bei perspektiver L^e der beiden 
Büschel ist das Doppelverhältnis eines Strahlenquadrupels gleich dem- 
jenigen des entsprechenden, weil sie beide gleich dem Doppelverhältnis 
ihrer vier Schnittpunkte auf der EoUineationsachse sind. 




Fig. * 




Kg. »56. 



Kach dem Fnndamentalsatze der projektiven Geometrie sind durch 
drei Ptmktepaare zwei JcoUineare Punktreihe» bestimmt, so daß au jedem 
vierten Punkte der einen Reihe der entsprechende der anderen konstruiert 
werden kann. Diese Konstruktion bietet keine Schwierigkeit, wenn sich 
die beiden Punktreihen bereits in perspektiver Lage befinden (Fig- 254). Ist 
dieses nicht der Fall, so können sie dadurch in Perspektive Lt^e gebracht 
weiden, daß man zwei entsprechende Punkte aufeinander fallen läßt. 
Man kann die vorliegende Angabe aber auch dadurch lösen, daß man 
eine dritte Punktreihe, die zu beiden gegebenen perspektiv liegt, zn Hilfe 
nimmt (Fig. 255). Diese wird dadurch gewonnen, daß man zunächst aof der 
Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte A und A' zwei Zentren 
und 0' wählt und von diesen die beiden anderen gegebenen Punkte- 

Hknek: DutHllanda GaoBctrlc. 1. 9 
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p&Are B, C and B', C projiziert. Dnrcli die bierdorob erhalteoen Pnnkte 
b and c ist die HÜfsponktreihe bestimmt. 

Auch swei kdlineare StraJiiMschd sind durch drei Sirahlmpaare be- 
stimmt. Soll zn einem beliebigen vierten Strahl der entsprechende kon- 
struiert werden, ao kann dieses bei perspektirer Lage der beiden Büschel 
ohne weiteres geschehen (Fig. 256). 
Liegendiesetben nicht perspektiv, so 
können sie in diese L^e dadurch 
gebracht werden, daß man zwei ^ 




gebene entaprei^eode Strahlen zasammenfallen läßt. Die vorliegende Auf- 
gabe läßt sich aber auch dadurch lösen, daß man ein drittes StrablbOschel, 
das zu beiden gegebenen perspektiv liegt, zu Hilfe nimmt (Fig. 357). 
Dieses wird dadurch gewonnen, daß man zimächst darch den Schnittpunkt 
zweier entsprechender Strahlen a und a' zwei Punktreihen ABC . . . und 





'*■ Pig. ! 



A'B'C . . . legt. Da in diesen ihr Schnittpunkt A = Ä' sich selbst ent- 
spricht, so liegen sie perspektiv, es kann also ihr Projektionszentrum 0" 
als Schnitt von BB' und CG' bestimmt werden. 

Zwei kongruente oder zwei ähnliche Systeme in beliebiger Lage in 
derselben Ebene waren durch zwei Punktepaare, zwei affine durch drei 
gegeben. Zwei JcoUineare Systeme sind nun durdi vier entspretAende PunMe- 
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paare so gegeben, daß m jedem weiteren Fm^cU der entspredtende kon- 
struiert werden kann (Fig. 258). Entsprechen z. B. den vier Pnnktea 
ABCD deB einen Systeme die Vwaki» A' B' C D' des anderen, und aoll 
zu X der entsprechende Punkt X' gefunden frerdeu, so ziehe man etwa 
CX tmd Ä%, welche auf BA den Punkt % und auf BC den Punkt ij 
ausschneiden. Bestimmt man nun die beiden Punkte |' und ij' so, daß 
dae DoppelTerhäitnis {ABEl) — {A'B'E'i') und ebenso (CBFij) — 
(C'B'F'i}') wird, so erhält man X' als' Schnitt von ^'C und ij'A'. 

82. Verwandte Pnaktrelben und StrsUbflgchel. (Zasrnrnmen- 
stellung). Wir wollen nun noch einmal Musammenstdlen, in welcher Be- 
ziehung Terwandte Panktreiheo und Strahl- 
bUschel bei den yier projektiven Verwandt- 90' 

Schäften zueinander stehen. 





Bei kongruentett Punitreihen sind entsprechende Strecken jedesmal 
gleich: die eine Punktreihe ist die genaue Wiederholung der anderen 
(Fig. 259). 

Bei ähnlichen Funkt- / , <1e"; 

reihen ist das Verhält- 
nis je zweier Strecken 
der einen gleich dem 
Verhältnis der ent- 
sprechenden Strecken 
der anderen: die eine 
Pnnktreihe ist die ver- 
größerte oder verklei- 
nerte Wiederholung der 
anderen (Fig. 260). 

Affine Punkheihen sind gleichfalls ähnlich (Fig. 261). 

Bei kollinearen Punktreihen ist das Doppelverhältnia von je vier 
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Pnnkteii der einen ^eich dem Doppelrerlültiiis der entsprecliendeii vier 
Paukte der anderen; die eine Pnnktreihe ist die allgemeinste projelctire 
Wiederholung der anderen (Fig. 262); zwei kollineare Puuktreihen 
lieißen daher auch projektive Punktreihen. 

Daher ist in kongruenten Punktreihen durch ein — in ähnlichen 
Punktreihen durch zwei — und in koUinearen Panktreihen durch drei 
oo oe oo Pußktepaare zu jedem weiteren Punkte der ent- 

sprechende Punkt bestimmt. 

Beachtenswert ist der Bukzessire Fortschritt: 

iifl' Gleichheit der Strecken (Kougmenz), Gleichheit 

der Verhältnisse der Strecken (Ähnlichkeit und 

Affinität), Gleichheit der Verhältnisse der Ver- 

' hältnisse der Strecken (KoUineation). 

Bemerkt sei noch, daß koÜineare Pwikt- 
reihen dann ähnlich sind, wenn sich ihre unend' 
lieh fernen Punkte gegenseitig entsprechen (Fig. 263). 
In zwei kot^ruenten Strahlh fischein sind 
•A^ je zwei entsprechende Winkel einander gleich: 
das eine Strahlbttschel ist die genaue Wieder- 
holung des anderen. 

Dieselbe Beziehung findet auch bei Strahl- 
bÜBcheln zweier ähnlicher Systeme statt. 

In zwei koBinearen Strahlbüscheln ist das DoppelrerhältniB Ton je 
rier Strahlen des einen Büschels gleich dem Doppelverhältnis der ent- 
sprechenden vier Strahlen des anderen; das eine BUechel ist die all- 
gemeinste projektive Wiederholung des anderen; zwei koUineare Strahl- 
bfischel heißen daher auch projektive StrahUmschd. 

Dieselbe Beziehung findet auch bei entsprechenden Strahlbfischeln 
zweier affinen Systeme statt. 



**ö-" 



83. Das Tollständlge Tierseit. Wir wollen noch ab Anwendung 
den wichtigen Säte beweisen, daß in einem vollständigen Yierseit je etcei 
Ecken und die beiden Seknit^ninkte ihrer Verbindungslinie mit den beiden 
andren Diagonalen vier harmonische Punkte bilden (Fig. 264a). Der Be- 
weis wird durch Vergleichen der Figur mit einer speziellen Zentralpro- 
jektion derselben geführt, nämlich mit einer solchen, bei der sich zwei 
Punkte der Figur ins Unendliche projizieren (Fig. 264b). Bei dieser Pro- 
jektion wird die Entfernung zweier im Endlichen liegenden Eckpunkte 
durch die betreffenden beiden Diagonalen in der Mitte und im unend- 
lich fernen Punkte derselben geschnitten. Die beiden Eckpunkte bilden 
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also mit diesen beiden Diagonalschnittpunkten Tier humonische Punkte. 
Diese Sigenscbaft der geuaDoten vier Punkte ist aber ntiabhäDgig von 
der dnrck Projektion hervorgerufenen speziellen Li^e, gilt also aacb 
fSr das voUständige Vierseit mit aeclis im Endlichen liegenden Eck- 
punkten. 

Dieser Satz läßt sich dazu Terwerten, um eu drei gegebenen PunJäen 
einer Funktreihe den viaien h{ajnonischen nur 
mU Hilfe eines Lineals au konstruieren. Ea sei 
noch bemerkt, daß der Satz gewöhnlich am 
Schlüsse der eu- 
klidischen Geome- 
trie recht mühsam 
bewiesen wird. 
Der Grund hierfür 
ist darin zu su- 
chen, daß Euklid 
zu seinen Bewei- 
sen nnr die Verwandtschaften Kongruenz, Ähnlichkeit und Flächengleich- 
heit benutzt, daß also der Beweis eines Satzes, dessen Natur entschieden 
auf die Verwandtschaft der Kollineation hinweist, nur unter Benutzung 
der dem Euklid bekannten Verwandtschaften unnatflrlich und daher 
schwerfällig ausfallen muß. 




IV. Teil. 

Kurven. 

X. Kapitel 

Ebene Kurven. 

84. Begriff der ebenen Karre. Eine ^ene Kurve wird durch Be- 
wegung eines Punktes in einer Ebene erzeugt. Damit sie einer mathe- 
matischen Behandlung fähig sei, muß die Bewegung des sie erzeugen- 
den Punktes nach einem bestimmten, mathematisch ausdrilckbareu Gesetze 
derart verlaufen, daß in keinem Momente der Bewegung ein Zweifel 
über die unmittelbar folgende Lage des Punktes berrscbt. Ist das Be- 
wegungsgesetz eines Punktes gegeben, so kann man eine beliebige An- 
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zahl TOu Lagen des Punktes konstruieren. Unter <)er Aufgabe: eine Kurve 
KU ermitteln, verstellt man also, ein Gesetz zu finden, dorch welches 
einem Pnnkte Toi^eschrieben wird, eich auf der gesuchten Kurve zu be- 
w^en. Dieses Gesetz wird am besten mit den Hilfsmitteln der analy- 
tischen Geometrie durch eine Gleichung in x und y ansgedrflckt. Kann 
aus der Gleichung nicht direkt eine geometrische Konstruktion einzelner 
Eurrenpimkte abgeleitet werden, so mflusen einzelne Punkte durch Be- 
rechnung von y zu einzelnen Werten — etwa 0, 0,5, 1, 1,5 usw. — 
TOD X bestimmt werden. Hat man einzelne Knrvenpunkte konstruiert, 
80 verbindet man dieselben nacb später anzugebenden Gesichtspunkten. 

86. Die Tangente. Dreht man eine Sekante einer Kurve um einen 
ihrer Schnittpunkte, bis der nächstbenachbarte Schnittpunkt mit dem 
Drehpunkte zusammenfällt, so ist insofern eine Grenzlage der Sekante 
erreicht, als bis dahin der Schnittpunkt immer auf derselben Seite vom 

•^-4 Drehpunkt blieb, während er bei stetigem Weiter- 

^^^^^ drehen der Sekante über die Grenzl^e hinaus auf 

^\\ die andere Seite derselben rückt (Fig. 265). In der 

Fig. tw ^\ beschriebenen Grenzlage heißt die Sekante Tangente 
^ der Kurve. Eine Tangente hat also mit der Eurve 
im Bertthrungspunkte zwei zusammengefallene Punkte gemein; da aber 
beim Zusammenfallen der beiden Punkte die Bicbtung, in der dieses ge- 
schieht, nicht gleichgültig, die Richtung der durch die beiden Punkte 
bestimmten Sekante nicht wiUkilrlich geworden ist, so drückt man 
dieses dadurch aus, daß man sagt: Die beiden Punkte sind (in bestimm- 
ter Richtung) einander unendlich nahe gedickt. Dabei stellt man eich 
die Kurve vor aU eine bestimmte Äufeinandei-folge ihrer unendlich 
nah«i Punkte. 

Das unendlich kleine Kurvens tückeben zwischen 
zwei unendlich benachbarten Kurvenpunkten heißt 
KurvencElemetU. Dasselbe kann als geradlinig an- 
gesehen werden, und man kann sich die Kurve 
als aus ihren Elementen zusammengesetzt vorsteUen, 
d. h. als polygonalen Zug ihrer Elemente. Die 
Tangente ist dann nichts anderes als die Verlänge- 
rung eines Elementes (Fig. 266), und die Kurve er- 
scheint als von ihren sämtlichen Tangenten umhüllt 
(Fig. 267). Sie kann daher auch dadurch erzeugt 
werden, daß sich eine Gerade gesetzmäßig bewegt und die Kurve dabei 
umhüllt. 



,yGooglc 




Die Tangente. SingaUrit&tsii und Betondetbeiten. 



Diejenige Gerade, die anf der Tangente im Berülmingspunkte 
senkreolit steht, heifit Normale (Fig. 268). 

86. Singnlaritlten nnd Besonderh«lt«D. Je nachdem 
man eine Kurve von der Seite, auf welcher die Tangente eines «^ 
Punktes liegt, betrachtet, oder von der en^^ngesetzten, 
man, sie sei im Berührungspunkte Iconvex oder konkav. 

Ein Punkt, in dem ein Wechsel von Konvexität und Konkavität 
stattfindet, heißt ein Wendepunkt oder ein Infiexionspnokt (Fig. 269). In 
einem solchen Punkt« muQ daher die Tangente, die dann Wendetangente 
heißt, von der einen Seite der Kurve auf die andere übergehen, was 
ohne Unterbrechung der Stetigkeit nur möglich ist, wenn sie mit der 
Kurve drei aufeinanderfolgende Punkte gemein hat, oder wenn zwei be- 
nachbeaie Kurvendemetüe in gerader Linie liegen (Fig. 270). Die Kurve 
schmiegt sich daher in diesem Punkte besonders innig an ihre Tangente 
an. Betrachtet man in der Nähe eines solchen Punktes die Kurve als 
erzeugt durch Umhüllung ihrer Tangenten, so ändert sich in ihm der 
Drehnngssinn derselben: Der Winkel zweier aufeinanderfolgender Tau- 
genten wird immer kleiner, erreicht im Wendepunkt selbst den Wert 
und wird dann negativ. Die Bewegung der Tangente ist 
also im Wendepunkte stationär geworden. 



r 



^j_ 



Auch der die Kurve erzeugende Punkt kann in seiner Bewegung 
stationär werden, d. h. seine Geschwindigkeit wird immer kleiner, nimmt 
den Wert an und wird von hier ab negativ, wobei der Punkt selbst 
sich rückläufig bewegt. Au einer solchen Stelle der Kurve tritt dann 
eine Spjfae oder ein Backkehrpankt auf (Fig. 271). 

Es können endlich noch gleichzeitig der die Kurve erzeugende Punkt 
und die sie umhüllende Tangente in ihrer Bewegung stationär werden. 
Es entsteht dann ein Schnabel (Fig. 273). Wegen des Stationärwerdens 
der Tangente müssen sich in einem Schnabel die beiden Zweige der 
Kurve berühren; andernfalls wäre die Kurve aus zwei verschiedenen 
Kurven zusammengesetzt. 

Dadurch, daß eine Kurve eine Schleife bildet, entsteht ein Doppd- 
punkt oder auch ein mehrfacher Punkt, in dem natürlich die Tangenten 
an die verschiedenen Zwe^e verschieden sind (Fig. 273). 

Eine Kurve kann eine Doppeltangente mit zwei getrennten Berüh- 
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rnngspunkten besitzen; sie hat dann entweder eine Schleife oder eise 
JJndviation (Fig. 274). Fallen bei letzterer die beiden BerdlinuigBpunkte 
der Doppeltangent« zusammen, so entsteht ein JJndidaiionspm^t. In 
diesem steht die Kurve mit ihrer Tangente in einer vierpunkt^en Be- 
riüirung (Fig. 275). 

Eine Knrre kann so beschaffen sein, daß zu jedem ihrer Punkte 
ein in bezug auf eine Gerade — die Symmetralacbse — symmetrisch 
gelegener Eurrenpnnkt exi- 
stiert. Durchschneiden die 
VerbindungBÜnien je zweier 
symmetrischer Punkte die 
Achse rechtwinklig, so heißt 



~r^ 



^ 
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die Symmetrie rechtwinklig (Fig. 276). Bei schiefem Dnrchschnitt nennt man 
sie schiefe Symmetrie (Fig. 277). Der Schnittpunkt der Symmetralachse 
mit der Kurve heißt im ersteren Falle kurzweg 
Scheitel, im letzteren scfiiefer Scheitd. 

Eine Kurve kann in zwei Zweige oder Äste 
zerfallen, so daß beide zusammen erst die ganze 
Kurve ausmachen (Fig. 278). Ein Zweig kann 
auch zu einem Punkte zusammenBchrumpfen, der 
dann isolierter Punkt heißt (Fig. 279). 

Von dem Übergang der einednen Sirigulari- 
täten in einander kann man sich eine gute Vor- 
stellung machen, wenn man die Schnittkurve einer 
Fläche mit einer sich stetig verändernden Ebene 
betrachtet. Als Beispiel diene die BohnenSäche. 
In Figur 280 sind die verschiedenen L^en, der 
die Bohne schneidenden Ebene und die entsprechen- 
den Sehnittkurven mit gleichen Zahlen bezeichnet. 

N Auch dadurch, daß man das Bewegungsgesetz 

( y des Punktes, der eine Kurve erzeugt, stetig ändert, 

kann man einzelne Singularitäten in andere Über- 
fahren. Als Beispiel bierfür diene die gemeine 
Zykloide. Dieselbe wi^d von einem Punkte der 
Peripherie eines Kreises beschrieben, wenn dieser 
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Oboe zu gleiten aaf einer Geraden entlang rollt (Fig. 281, mittlere 
Kurre). 

Um die Zykloide zu zeichnen, denkt man sich die rollende Be- 
wegimg in eine drehende und eine fortschreitende zerlegt. Nach einem ein- 
maligen Umlauf hat eich der Kreisnmfang einmal anf der Bahn abge- 
wickelt. Der hierbei zurückgelegte Weg des Kreismittelpunktes ist ebenso 
groß, also auch gleich 2r« oder gleich '* des Kreisdurchmessers. Teilt man 
diese Strecke in acht gleiche Teile, so geben die Teilpunkte die Lage des 
Zentrums von Achtels- zu Acbtelsumdrehang. Der Radins, an dessen Ende 




sich der erzeugende Punkt befindet, hat sich dabei jedesmal um | ■ 360" 
weiter gedreht. Man braucht also nur den Kreis in acht gleiche Teile 
zu teilen und zu den durch diese Teilpunkte bestimmten Radien der 
Reihe nach Parallelen zu ziehen, um die Lagen des erzeugenden Punktes 
nach je einer Achteldrehnng des Kreises zu erhalten. Die ganze Korve 
besteht aus unendlich rielen solcher Bögen, deren jeder eine Symmetral- 
achse hat. Je zwei benachbarte Bögen stoßen in einem Rückkehrpunkte 
zusammen. 

Die Kurve, die von einem Punkte innerhalb eines Kreises beschrieben 
wird, wenn dieser wie vorhin rollt, heißt verlängerte Zykloide (Fig. 281, 
untere Kurve). Ihre Konstruktion bietet nach dem Vorangegangenen 
keine Schwierigkeit. Die Rückkehrpuukte der gemeinen Zykloide haben 
sich hier zu Scheitelpunkten verdacht; die Kurve besteht aus einer Auf- 
einanderfolge von Undulationen. 

£in Punkt endlich auf der Verlängerung eines Radius beschreibt 
eine verkürzte Zykloide (Fig. 281, obere Kurve). Statt der Spitzen treten 
hier Schleifen auf. 

87. Die KrümmiiDg ebener Karren. Jeder Kreis hat in allen 
seinen Punkten dieselbe Krümmung, die durch den Wert — gemessen wird. 
In einer Kurve nimmt dieselbe von Punkt zu Punkt ab oder zu. Sie 
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kann ab«r in jedem Funkte Tergliohen werden mit der Krümmung eines 
Eüreises, der sich der Kurve in dem betrachteten Punkte besondere innig 
anschmiegt. Zieht man i^mlicb in einem Punkte Ä einer Kture die 
Normale and zeichnet einen Kreis, deesen Mittelpunkt auf dieser liegt, 
und der die Kurve in A berührt, also zwei unendlich nahe oder zu- 
sammenfallende Punkte mit ihr gemein hat, so wird der Kreie die Kurve 
im allgemeinen noch in einem Punkte 
B achneiden (Fig. 282). Bei geeigne- 
ter TeränderuDg des Kreisradius nähert 
sich B dem Punkte A und fällt bei 
einer bestimmten Große mit A zusam- 
men, um bei noch weitergehender Vei^ 
änderung des Radius auf der anderen 
Seite von A aufzutreten. In der be- 
schriebenen Grenzlage hat der Kreis 
außer den beiden unendlich nahen 
Punkten in A noch einen dritten mit 
diesem zusammenfallenden Punkt mit 
der Kurve gemein. Er schmiegt sich daher der Kurve inniger an ala 
jeder andere, der nur zwei zusammenfallende Punkte mit der Kurve 
gemein hat Er heißt Oskulationskreis oder Krümmuf^skreis des be- 
trachteten Kurvenpunktes A. Sein Halbmesser q heißt KrümmungshaBt- 
messer und die Krümmmtg der Kurve in A mißt man durch den Wert 
— ■ Der Mittelpunkt des Krümmungskreises wird Krümnumg^nÜtelpunki 
genannt. Der Krümmungskreis gäil im B&^hrungsptmhU von einer Seite 
der Kurve zur anderen über, während jeder andere Berührungskreis auf 
derselben Seite der Kurve bleibt. 

In einem Scheitelpunkte fällt gleichzeitig mit dem vorhin betrach- 
teten Punkte B auch noch der symmetrische Schnittpunkt B' mit A 
zusammen, so daß also in einem Sckettelpunkie der 
Krümmungskreis mit der Kurve eine vierpunkiige, noch 
innigere Berührung hat und daher auf derselben Seite 
der Kurve bleibt (Fig. 283). 

Auch wenn man sich die Kurve wieder aus 
ihren Elementen zusammengesetzt denkt, läßt sich 
die Bedeutung des KrQmmungskreises fQr einen Kurven- 
punkt leicht erkennen. Die Krümmung einer Kurve 
ist nämlich umso größer oder kleiner, je größer oder kleiner die Hieb- 
tungsänderung des sich bewegenden Punktes an der betreffenden Stelle 
ist. Die Richtung aber wird durch die jedesmalige Tangente angezeigt, 




,yGooglc 



ErümmuDg ebener Kaz 



also die RichtangsBiiderung durch den Winkel zweier aufeinanderfolgender 
Tangenten oder Elemente, den man den Kontingen2winkf:l oder Krüm- 
trmngswinkel nennt (Fig. 284). In einem Kreiee sind nun alle Kontingenz- 
Winkel gleich groß (Fig. 285). Umgebehrt entspricht einem bestimmten 
Kontingenzwinkel ein ganz bestimmter Kreis. Daher kann derjenige 
Kreis, dessen Kontingenzwinkel ebensogroB ist wie derjenige eines be- 




stimmten Kurrenpunktes, so gelegt werdeu, daß die beiden Elemente 

des betrachteten Karren punktes mit zwei Elementen des Kreises zu- 
sammenfallen (Fig. 286). Dieser Kreis, der also mÜ der Kurve ewet 
Eletnenie gemein hat, ist wieder der Krümmungsh-eis. 

Der Krümmungsmittelpunkt erscheint bei dieser Betrachtung als 

Schnittpunkt der Mittellote der beiden Elemente oder als Schnittpunkt 
fivalvente zweier unendlich naher Normalen. 

^^ 

88. Die Evolute. Ein besonders anschauliches 
Bild TOn den KrUmmungsverhältnissen einer Kurve ge- 
währt der geometrische Ort der Krümmut^smitielparikte 
der Kurve: die Evolute. Da jeder Krümmungsmittelpunkt 
als Schnittpunkt zweier unendlich benachbarter Normalen 
aufgefaßt werden kann, so kann die Evolute durch Um- 
hüllung sämtlicher Normalen erzengt werden (Fig. 287). 

Interessaut ist der Einfluß einer 
Singvlaritäi einer Kurve auf den Ver- 
lauf ihrer Evolute. Bei einem Scheitel i 
erlangt der Krümmungsradius g ent- \ 
weder ein Maximum oder ein Minimum. 
Wo MT Dieses hat einen Rackkehrpunkt der j^ ^^ 

Evolute zur Folge (Fig. 288). In einem 
Wendepunkte wird p=- oo oder =0. Die Evolute geht dabei von einer Seite 
der Kurve zur anderen über und zwar bei q = oo durchs Unendliche 
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hindnrch (Fig. 289), während sie bei p — die Kurve schneidet (Fig. 290). 
Ähnlich sind die Verhältnisse hei einem RQckkehrpnnkte (Fig. 291 
nnd 292). 

Nach der Erklärung der Evolute steht sie mit ihrer Kurve in der 
Beziehung, daß die Normalen einer Kurve Tangenten ihrer Evolnte, und 
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Punkte der Evolute KrUmmungemittelpoukte der Kurve sind. Es kann 
nun die Evolute als ursprfingliche Knrve betrachtet und die andere, die 
dann Evolvente heißt, aas ihr dadurch abgeleitet werden, daß man sich 
die Evolute als Scheibe denkt, um die ein Faden gewickelt ist. Wickelt 
man diesen so ab, daß er stets gespannt bleibt, so be- 
schreibt sein Endpunkt die Evolvente, denn dieses Ab- 
wickeln kann als sukzessives Drehen um die aufeinander- 
folgenden Berührungspunkte der Evolute mit ihren Tan- 
genten aufgefaßt werden (Pig, 293). Diese Vorstellung 
iet die ursprüngliche^ auch die Namen Abgewickelte oder 
Evolute und Abwickelnde oder Evolvente kommen daher. 
Denkt man sich den Faden ersetzt durch eine Tan- 
gente, die sich auf der Evolute ohne zu gleiten abwälzt, 
so erkennt man, daß sich die Evolvente mit einer Spitee, 
auch Ursprung der Evdvente genannt, auf die Evolute auf- 
seiet. Da ferner jeder Punkt der sich wälzenden Tan- 
gente eine Evolvente beschreibt, so folgt, daß jede Kurve 
unendlich vide Evolventen hat. Dagegen gehört zu jeder Evolvente nur 
eine ganz bestimmte Evolute. 

89. Di© EvolTCnte. Liegt ii^end eine Kurve vor und soll ihre 
Evolvente gezeichnet werden, so kann dieses durch Rektifikation dadurch 
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gesofaehen, daß man mittelst einer kleinen Zirkelöfiiang das abgewickelte 
Stfick der Emre auf einer Anzahl von Tangenten sbtHigt. Die Zirkel- 
ÖEFnung ist dabei so klein zu wählen, daß das zwischen den Zirkelspitzen 
liegende Bogenstfick als geradlinig angesehen werden kann; sie muB 
daher desto kleiner sein, je stärker die Krümmung ist. 

ÄI3 Beispiel möge die Evolvente eines Kreises gezeichnet werden 
(Fig. 294). Um einzelne Punkte derselben zu finden, verfährt man etwa 
so, daß man aaf der Kreistangente im Ursprung der zu zeichnenden 
Evolvente den Ereisnmfang, also *^ des 
Durchmessers, abträgt nnd diese Strecke 
ebenso wie den Kreis selbst in 12 glei- 
che Teile teilt. In jedem Kreisteilpunkte 
wird denn die Tangente gezeichnet nnd 
auf dieser das betreffende abgewickelte 
Stück des Kreises, das man auf der 
Tangente im Ursprung bereits bestimmt 
hat, abgetragen. 





Die Kreisevolvente hat anendlich viele Urninge, die spiralig ins 
Unendliche verlaufen. Jede Kreistangeute ist gemeinschaftliche Normale 
an sämtliche Um^uge, die auf einer Kreistangente den Abstand 2fn 
voneinander haben. Im Ursprung der Kreisevolvent« setzt sich ein sym- 
metrischer Zweig azL Ihre Qestalt ist vom Ursprung unabhängig; daher 
sind alle Evolventen desselben Kreises einander kongruent. 

Eine Kurve Jc(mn sich durch Evolution seihst reproduzieren. Dieses 
ist z. B. bei der Zykloide der Fall nnd hat praktisch dadurch eine be- 
sondere Bedeutung, daß ein Fadenpendel, das in einer Spitze einer nach 
unten konvexen Zykloide aufhängt ist, nicht wie ein gewöhnliches 
Pendel in einem Kreise, sondern in einer Zykloide schwingt. Ein solches 
Pendel schwingt stets — unabhäsgig von der Größe des Ausschl^es — 
isochron. 
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90. EfntelliiBS der ebenen Karren. Eine Karre heißt algebraisdt 
oder iransienderU, je nadidem die Gleicliuiig, durch die me mit den Hilft- 
mitteln der snelytiichen Geometrie in Pnnktkoordinaten dai^estellt wird, 
algebraisch oder transzendent ist. Eine algebraische Eurre heißt exm der 
n"* Ordnung, wenn ihre Gleicbnog vom n*™ Grade ist Die Karre hat 
dann mit einer geraden Linie n Schnittpunkte gemein. Dabei ist es 
freilich oöti^ von der Änalysis den Begriff des Imaginären eu enÜdmen. 
Denn einzelne Schnittpunkte können für die greifbare Wirklichkeit yer- 
echwinden, existieren aber in der Idee fort; sie sind im gewöhnlichen 
Sinne latent geworden. Ändert man die Lage der sclmeidenden geraden 
Linie aUmählich, so werden stets ttcei reelle 
Schnittpunkte gleichzeitig imaginär, nachdem 
sie vorher znsammengefallen sind (Fig. 296). 
— Transzendente Kurven haben mit einer Ge- 
raden unendlich viele Schnittpunkte gemein. 

Auch wenn eine Kurve durch Umhüllung einer Geraden erzeugt 
wird, also ihre Gleichung in Linienkoordinaten ausgedrückt ist, heifit 
dieselbe transzendent oder algebraisch, je nach der Beschaffenheit der 
Gleichung. Ist eine Kurve als Punktkurre transzendent, so ist sie es 
auch als Tangentengebilde. Eine algebraische Kurve heißt von der f** 
Klasse, wenn ihre Gleichung in Linienboordinaten vom k**" Grade ist 
Es lassen sich dann von einem Punkte k Tangenten an die Kurve legen, 
von denen natürlich auch einige imaginär werden können. — An eine 
transzendente Kurve lassen sich von einem Punkte unendlich viele Tan- 
genten legen. 

Zwischen der Ordnung n und der Klasse k einer Kurve besteht die 
Beziehung: n » k{k — 1). Ist demnach eine Kurve von der zweiten 
Klasse, so ist sie auch von der zweiten Ordnung, und umgekehrt. 

Dieses Einteilungsprinzip der Kurven ist für die projektive Geometrie 
Bußerordeutlich wichtig. Denn projiziert man eine Kurve mit schnei- 
dender Geraden, so projiziert sich jeder Schnittpunkt wieder als Schnitt- 
punkt, d, h. eine Kurve n*" Ordnung projiziert sich wieder als Kurve 
n"' Ordnung; die Ordnungszahl ist also eine projektive Eigenschaß. Das- 
selbe gilt von der Klasseneahl, da sich eine Tangente stets wieder als 
Tangente projiziert. 

Von einer algebraischen Kui-ve »*" Ordnung existieren nun ver- 
schiedene Typen. Von diesen sind die einzelnen nach dem vorigen aus 
einander durch Projektion ableithar und haben gewisse Eigenschaften, 
nämlich die projektiven, gemeinsam. Die einzelnen Typen sind dabei 
wesentlich durch ihr VerhaUen im Unendlichen gekennzeichnet. Da iwim- 
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lieh eine Kurve im Unendlichen nicht aufhören — im Sende verlaufen — 
kann, denn Bonst wärde sie ja bei ihrer Projektion 'in der Fluchtlinie 
aafhören, also eine UnterbrechuDg ihrer Stetigkeit haben, bo sind nor 
drei MSglicbkeit^i Torhaudeu. Entweder liegt ein Eurrenzweig ganz im 
Endlichen (bat ^y^Hschen Charakter) oder er berührt die unendlich ferne 
(irerade seiner Ebene (hat parabolischai Charakter) oder er Bchneidet diese 
(hat hyperbolischen Charakter). Im letzten Falle hat die Kurve eine 
Tangente, deren Berührungspunkt 
im unendlichen liegt Eine solche 
Tangente in einem unendlich fernen 
Punkte einer Kurve heiBt Asymptote 
(Fig. 297). Diese ist also für die 
Kurve durchaus nichts Besonderes 
oder SinguUres. Bemerkt sei noch, 

daß jede algebraische Kurve eine geschlosBene ist oder sich aus ge- 
schlossenen Teilen zusammensetzt. 

9]< I>«a Zeichnen von Kurven. Um eine Kurve möglichst genau 
zeichnen ta können, muß eine hinlängliche Zahl ihrer Punkte und Tan- 
genten konstruiert werden. Man darf aber nicht annehmen, daß die Ge- 
naaigkeit um so größer wird, je mehr Punkte und Tangenten bekannt 
sind. Denn das Auge ist für den schönen Verlauf einer Kurve außer- 
ordentlich empfindlich und wird durch eine nicht stetige, also sprung- 
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weise Änderung der Krümmung, die es als unschön empfindet, sofort 
verletzt. Wenn daher zwei schon konstruierte Kurvenpunkte nicht zu 
weit auseinander liegen, so interpoliert das Äuge zwischen ihnen weitere 
Punkte im allgemeinen viel genauer, als solche mit Zirkel und Lineal 
konstruiert werden können. Wie empfindlich das Auge für eine plötz- 
liche Änderung der Krümmung ist, zeigt deutlich der Vergleich einer 
Ellipse (Fig. 298} mit einer aus vier Kreisbögen zusammengesetzten ähn- 
lichen Linie, die man Korbbogen (Fig. 299) nennt. Auch für Symmetrie- 
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TsrliältDisse ist das Äuge sehr empfindlich \ existiert also eine Symmetral- 
aohse, so mnß diese gezeiclmet werden. Man tnt daher gut, gunä^st 
mcht allmvid Punkte der Kurve zu konstruieren, unter denen natürlich* 
alle wichtigen, z. B. die singuIäreD, sein sollen. In geeigneten Punkten 
fQgt man noch die Tangmien hinzu und schaltet erst später da, wo es 
notwendig sein sollte, noch weitere Kurvenpunkte und Tangenten ein. 
Das Verbinden der einzelnen Punkte unter BerBcksichtigung der 
gezeichneten Tangenten geschieht am freier Hand mit weichem Bleistift. 
Keinesfalls darf dabei das Kurvetilineal benutzt werden, da dahei sehr 
leicht ^nzUch verkehrte Krümmungsändeningeu entstehen könnten. Da- 
gegen ist hei sehr langen nnd wenig gekrümmten Kurven, wie sie im 
Schiffbau häufig vorkommen, die Anwendung einer biegsamen Latte von 
Nutzen. Erst wenn die Kurve in Bleistift sorgfältig gezeichnet ist, wird 
sie mit Tusche ansgezc^eu. Dieses geschieht entweder gleich&lls aus 
freier Hand, indem man mit einem Zeichenfederchen strichelnd die 
Kurve nachzieht, oder indem man unter Benutzung eines Kurvenlineals 
mit der Reißfeder zeichnet. Ersteres ist bei starken Krümmungen das 
einzig mögliche Verfahren. — Wird eine Kurve durch Umhüllung ihrer 
Tangenten erzeugt, so wird die Kurve selbst überhaupt nicht gezeichnet 
— Beim Ausziehen größerer Zeichnungen ist es, wenn nicht andere 
KOcksichten dagegen sprechen, im allgemeinen zweckmäßig, 0tterst die 
vorkommenden Kreise, dann die Km-ven und etdetet die Geraden eu 
Meicknm. 



XI. Kapitel. 

Kurven II. Ordnung. 

9ä. Die drei Typen der Knrven II. Ordnong. Die weitaus 
wichtigsten Kurven für den Techniker sind die Kurven mceiter Ordnung, 
d. h. diejenigen Kurven, die von einer Geraden in zwä und nur zwei 
realen oder imaginären Funkten geschniäen werden. Nach dem in § 90 
Gesagten kann es nur drei Typen derselben geben, denn auch die un- 
endhch ferne Gerade kann mit einer solches Kurve nur zwei reelle, zwei 
zusammenfallende oder zwei imaginäre Schnittpunkte besitzen. Im ersten 
Falle heißt die Kurve Hyperhd, im zweiten Parabd und im dritten 



Ist ein Tjpus von diesen dreien bekannt, so sind die andern 
durch Zentralprojektion desselben ableitbar. Da nun der Kreis zu den 
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Kurven zweiter Ordflung gehört — er hat einen elliptischen Typua — lo 
müssen durch geeignete Projektionen des Kreises die übrigen Typen her- 
stellbar sein. 



93. Zentralprojektion eiaes anf der Zelchenebene senkrecht 
stehenden Kreises und Erzeugang der drei Typen durch Terschle* 
dene Lagen des Pro- 
jehtion8zentram8.Wir 

wollen die Horizontal- 
ebene als Zeichenebene 
benutzen, und es stehe 
die Ebene des zu pro- 
jizierenden Kreises senk- 
recht auf beiden Pro- 
jehtions ebenen, ao daß 
sich der Kreis in beiden 
Projektionen als gerade 
Linie darstellt. Wir 
teilen denselben in zwölf 
gleiche Teile und proji- 
zieren diese zwölf Punk- 
te von einem Projek- 
tionszentrum aus anf die 
Bildebene. Um die zwölf 
Punkte des Kreises in 
beiden Projektionen 
markieren zu können, 
klappen wir denselben 
in die Zeichenebene um 
and Obertr^en aus der 
Umklappung die Teil- 
punkte auf die Projek- 
tionen. Das Projektions- 
zentram möge der Ein- 
fachheit halber in einer 
Tertikaien Ebene liegen, 
die senkrecht auf der 
Kj^isebene steht und 
durch den Mittelpunkt des Kreises hindurchgeht. 

Wir wählen das Frojddionssentrum zunächst so hoch, daß eine durch 

Haoflk: Danisllende GDOmatrie I. in 
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dassäbe gdegte Ebene pardUd eur Zeichenehene den Kreis nicht meJir 
schneidet und besUmmeQ die Sclmittpunkte der durch die zwölf Kreis- 
punkte gezogenen Projektionastrahlen mit der Zeichenebene (Fig. 300). 
In diesem Falle trifFt jeder derselben die Zeichenebene in einem end- 
lichen Punkte, mau erhält den allgemeinen (optischen Typus der Enrven 
zweiter Ordnung, kurz eine Ellipse. 
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Wählt man zweitenB das Proye^cHonszentrum so hoch, daß die durch 
dasselbe geilte Ebene parallel zur ZeicStenebene den Kreis in seinem höch- 
sten Punkte bmihrt und führt dieeelbe Konstruktion aas wie bei der 
ersten Lage des ProjektionszentruniB, so projiziert sich der höchste 
Punkt des Kreises, aber auch nur dieser, ins Unendliche (Fig. 301). Die 
Projektion der Tangente im höchsten Punkte des Kreises wird dann 
zur unendlich fernen Geraden, diese ist also Tangente an die Knrre in 
deren unendlich fernem Pnakte. In diesem Falle erhält man den para- 
bolischen Typus der Kurven zweiter Ordnung, kurz eine Parabel. 

Wählt man endlich das Prctjektiortsxentnan so Hef, daß die dwrch 
dasselbe gdegte Ebene parallel zur Zeichenebene den Kreis schneidet und 
ffljpM 9- — 




in einen oberen und unteren Bogen teilt (Fig. 302), und führt mau mit den 
Kreispunkten, besosders auch mit den Endpunkten der beiden Bogen 
wiederum dieselbe Konstruktion aus, so projizieren sich eben diese beiden 
Endpunkte der beiden Kreisbögen ins Unendliche (Fig. 303). Die Ver- 
bindungslinie derselben projiziert sich als unendlich ferne Gerade, und 
die Projektionen der beiden Tangenten in ihnen berühren die Kurve in 
ihren beiden unendlich fernen Punkten, sind also Asymptoten. Man er- 
hält in diesem Falle den hyperbolischen Typus der Kurven zweiter Ord- 
nung, kurz die Hyperbel. 

Während die Ellipse eine ganz im Endlichen liegende geschlossene 
Kurve ist, sind Parabel und Hyperbel zwar auch geschlossene Kurven, 
indessen schließt sich die Parabel erst im Unendlichen, die unendlich 
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ferne Gerade berübreBd, während die Hyperbel im Endlichea in zwei 
getrennte Zweige zerfällt, die aber im Unendlichen mitein&oder zn- 
Banuuenhängen, die unendlich ferne Gerade in zwei Punkten schnei- 
dend. 

Um den Verlauf der Kurve in der Zeichenebene möglichst korrekt 
zn erhalten, ist es zweckmäßig in den einzelnen Knrrenpunkten die Tan- 
genten hinzueufügen. Es ist das mit Rücksieht darauf nicht schwierig, 
daß die beiden Tangenten in einem Ereispunkte und in seiner Projektion 
Bich auf der Umklappongsepur der Kreisebene — der KoUineations- 
achse — schneiden müssen. Auch berücksichtige man SymmetrieverhÖU- 
nisse, die durch die Achsen der Kurven entstehen und Obertrage mit 
Rücksicht hierauf direkt einzelne Punkte von der einen Seite der Kurve 
nach der anderen. Zwar wird das Vorhandensein von Symmetrieachsen 
bei den Kurven II. Ordnung erat später entwickelt, doch darf für das 
Zeichnen der Kurven der Begriff „Achse" als bekannt voransgesetzt 
werden. Man beachte ferner, daß die äußersten Projektionsstrahlen die 
Kurve berQhren müssen. 

Zum iorrekien Zeichnen der Hyperbel ist endlich das vorherige Zeichnen 
ihrer Asymptoten unerläßlich; deren Schnittpunkt ist die Projektion des 
Schnittpunktes der beiden Kreistangenten, die sich als Asymptoten pro- 
jizieren; ihre Richtung ist dadurch bekannt, daß sie parallel verlaufen 
mit denjenigen Projektionsstrahlen, die durch die sich ins Unendliche 
projiziereaden Kreispunkte hindurchgehen (Fig. S02). Als Genauigkeitg- 
probe kann noch die Bedingung benutzt werden, daß ihr Schnittpunkt 
in der Mitte zwischen den beiden Scheitelpunkteu liegt. 

Schließlich ist es nicht unwichtig, sich klar zu machen, in wdcher 
Weise die drei Typen ineinander iätergehen. Man wähle zu diesem Zwecke 
du Rxijektionszentmm etwa wieder da, wo es sich befand, als die Ellipse 
entstand (Fig. 302), und lasse nunmehr allmählich das Projektionezentrum 
tiefer und tiefer heruntereinkeu. Es wird dann die Ellipse immer mehr 
langgestreckt, bis schließlich einer ihrer Funkte ins Unendliche fällt, sie 
ist in diesem Momente zur Parabel geworden. Es kann also eine Para- 
bel als Ellipse aufgefaßt werden, deren einer Punkt im Unendlichen 
li^t. Läßt man das Projektionszentrum noch weiter sinken, so rückt 
gewissermaßen der unendlich ferne Punkt der Ausgangsellipse über die 
unendlich ferne Gerade hinaus und erscheint wieder im Endlichen, aber 
auf der entgegengesetzten Seite. Somit kann eine Parabel auch auf- 
gefaßt werden als eine Hyperbel, deren einer Zweig ins Unendliche ge- 
rückt ist. 
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94. Erzeagnng der Karren n. Ordnung durch ebene Schnitt« 
eines Kreishegels, Wir wollen zweitens die Eurreti IL Ordnimg da- 
durch erzeugeD, daß wir das Projektionszentrum uod den projizierenden 
Kreis feBthalten, dafSr aber die Bildebene andere und andere Lagen ein- 
nehmen lassen. Es bann das auch so aufgefaflt werden, daß wir die 
TeiBchiedeneo ebenen Schnitte bestimmen, die bei dem von den Pro- 
jektionsstrahlen gebildeten Kreiskegel möglieb sind. Legt man die 
Schnittebene so, daß kein Punkt ins Unendliche fällt, so erhält man 
eine Ellipse. Es ist das dann der Fall, wenn eine dnrch die Spitxe des 
Kegels za der Schnittebene parallel gelegte Ebene den K^^l, anßer in 
seiner Spitze, nicht schneidet (Fig. 304). Legt man zweitens die Schnitt- 




ebene so, daß eine ParaUelebene durch die Kegelspitze den Kegel berührt, 
ao erhält man als Scbnittknrve die Parabel (Fig. 305), nnd wenn man 
endlich den Eegel so schneidet, daß die znr Schnittebene parallele Ebene 
durch die Spitze den Kegel schneidet, so erhalt man die Hyperbel 
(Fig. 306). Die beiden Zweige derselben entstehen dadurch, daß außer 
dem eigentlichen Projektionskegel auch dessen Sdieitdkegd geschnitten 
wird. 

Ba sich aUe Typen der Kurven II. Ordnimg als ä>ene Schnitte eines 
Kreiskegels ergeben, andererseits auch jeder Schnitt eines Kreitäcegds eine 
Kurve IL Ordnung ist, so beeeichrid man dieselben auch als Keget- 
schnitte. 

Auch hier bietet die deskriptive Auefilhrung keine Schwierigkeiten. 
Der Kreis wird dabei zweckmäßig in der Horizontalebene liegend ge- 
wählt; indessen ist die Konstruktion umständlicher nnd infolge häufigen 
Auftretens langer Schnitte weniger genau. 
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95. Erzengung der Kegelschnitte durch kolUneare Abblldang 
eines Kreises. Endlich wollen vir zur Darstellung der drei Typen der 
Eegdecbnitte ein ebenes Kollineationssystem benutzen, in welchem wir 
den Kreis erstens die Gegenlinie nicht schneiden lassen — die kollioeare 
Abbildung desselben ist dann eine Ellipse (Fig. 307) — , zweitens die 
Gegenlinie berühren — man erhält die Parabel (Fig. 308) — und drittens 
die Gegenlinie schneiden lassen — es entsteht eine HyperbA (Fig. 309). 
Die Konstruktion erfolgt in allen drei Fällen durch kollineare Abbil- 
dung einzelner Tangenten und ihrer Berührungspunkte. Die Ausfuhrung 
im einzelnen ist bereits in § 79 mitgeteilt. 

96. Erzengang der Kegelschnitte durch projektive Strahlen- 
bttschel und der Satz des Pascal. In den folgenden Paragraphen 
wollen wir die wichtigsten Eigenschaften rfer Eegdschnitle kennen lernen, 
die allen drei Typen gemeinsam sind. Da sie infolgedessen projektive 
Eigenschaften sind, müssen sie ableitbar sein aus bekannten Eigenschaften 
des Kreises. 

Wir wollen zunächst von der ausgezeichneten Eigenschaft des 
Kreises ausgehen, daß die Peripheriewinkel über demselben Bogen alle 

einander gleich sind. 
Betrachtet man die 
Endpunkte des Bo* 
gens als die Zentren 
zweier Strahlenbü- 
schel, so kann man 
diesen Satz auch 
in der Form aus- 
sprechen, die Punk- 
te eines Kreises werden von irgend zweien seiner Punkte durch kon- 
gruente Strahlenbüschel projiziert (Fig. 310). Daraus ergibt sich sofort 
für jeden Kegelschnitt der äußerst wichtige Satz: 

Die Punkte eines Kegelschnittes werden von irgend zweien seiner 
Punkte durch proj^ive Strahlenbüsdid projiziert. Das kann man auch 
in der folgenden Form aussprechen: 

Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier projektiver StraJden- 
büschel liegen auf einem Kegelschnitt oder kurz, gwei projektive Straiden- 
biischd erzeugen einen Kegdschnitt (Fig. 311). 

Faßt man diese Erzeugungaweise als De6nition der Kegelschnitte 
auf, 80 gebt daraus unmittelbar hervor, daß die so erzeugten Kurven 
von der 11. Ordnung sein müssen. 
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Da zwei projektire StrahlenbüBchel durch drei Paara enteprechen- 
der Strahlen so bestiinint sind, daß zu jedem weitereo Strahle des einen 
Bttsoheh der entsprechende Strahl des anderen eindeutig feststeht, so 
folgt weiter, daß jeder Kegdscknitt durch fünf Punkte eindeui^ besümmt 
ist, d. h. durdi fOnf gegebene Punkte la&t sich nur ein einziger Kegel- 
schnitt legen. 

Es entsteht sofort die Aufgabe, jsu fünf gegebenen Punkten eines 
Kegelsdmittes einen idi^igen sechsten eu konstruieren, eine Aufgabe, die 
in der Technik nicht selten vorkommt. Die ÄusfUhmng beruht darauf, 
dafi man zu zwei darch drei Strahlenpaare gegebenen Strahlenbfischetn 
ein drittes konstruiert, das mit beiden perspektiv liegt (Fig. 312). Seien 
etwa und 0' die Zentren zweier projektiver Strahlenbüschel, so lege man 





durch den Schnittpunkt 1 1' zweier entsprechender Strahlen zwei be- 
liebige Linien I und V, welche die beiden Büschel in den Punkten 2 
und 3, bzw. 2' und 3' schneiden. Der Schnittpunkt a der Linien 2 2' 
und 3 3' ist das Zentrum des Hilfsstrahlenbüschels, mit Hilfe dessen za 
jedem Strahle des Bfischels der entsprechende Strahl des Bfischels 0' 
bestimmt werden kann. 

Sind also 5 Punkte ABCDE eines Kegelschnittes gegeben (Fig. 313), 
so verlege man die Punkte und 0' etwa nach A und C, den Punkt 1 1 ' 
nach .5 und die Linien l und /' nach BE, bzw. BD; dann geben die 
Linien 2 2' und 3 3' durch ihren Schnittpunkt wieder den Punkt m. 
Ein sechster Paukt X ist dann durch die Pankte 44' eindeutig bestimmt. 

Diese Konstruktion ist sehr einfach und zeichnet sich besonders da- 
durch aus, daß sie nur mit Benutzung eines Lineals ohne Zirkel aus- 
filhrbar ist. 

Läßt man den Punkt X mit C zusammenfallen, so geht die Sekant« 
CX in die Tangente Über; ea ergibt sich daraus eine sehr ein&che 
Tangenienkonstivktion, die ebenfalls linear ist (Fig. 314). 



,yGooglc 



154 



IV. EniTsii. 



A 





Läfit man den Punkt X wandern, wobei sich die Linie 4 4' um 
den Pankt m dreht, nnd betraclitet man dabei die Veränderong des Koa* 
/ Btruktionsmecbanismos, insbesondere das Drei- 

eck X 4 4', so ergibt sieb sofort der ScUb des 
MacLanrin: 

Bewegt sich ein veränderliches Dreieck so, 

daß seine drei Seiten sich um drei feste Punkte 

drehen, während ewei seiner Ecken auf eicei 

festen Geraden gleiten, so beschreibt die dritte 

, jf , Ecke einen Kegelschnitt (Fig. 

315). 

Betrachtet man die secbs 
Punkte ABCDEX und 
verbindet sie durch einen 
fortlaufenden geschlossenen 
"* "*■ "*■ "* Lioienzog zu einem vollstän- 

digen Sechseck ABBECX, so läßt sich aus der Fig. 316 endlich noch 
die Bedingung herauslesen, welche für 6 Punkte bestehen muß, damit 
sie aaf einem Kegelschnitte liegen. Sie ist enthalten in dem Satze 
des Pascal: 

Die drei Schnittpunkte je eweier Gegenseiten eines einem Kegelsehnitte 
eingeschri^)enen Sechsecks liegen auf einer Geraden. 

X An diesen berühmten Satz lassen sich 

eine ganze Reihe anderer Sätze anknüpfen; 
wir wollen nnr erwähnen, sechs gegebene 
Punkte lassen sich auf 60 Terschiedeoe Weisen 
zu einem geschlossenen Sechseck gruppieren. 
Diese 60 Sechsecke haben 60 Pascallinien; von 
diesen gehen je 3 durch einen Punkt und von 
diesen 20 Punkten liegen 15 mal 4 in einer 
y'« ä" Geraden. 

Auch dadurch lassen sich weitere Sätze ableiten, daß man das 
Sechseck in ein Fünfeck, Viereck oder Dreieck degenerieren läßt, indem man 
ewei benachbarte Punkte einander unendlich nahe rücken, d. A. eusammen- 
fallen läßt. Auf diese Weise haben wir bereits die Tangentenkonstruk- 
tion (Fig. 314) in einem Punkte eines Kegelschnittes erhalten. 




97. Erzeugung der Kegelscbaitte durch projektive Punkt- 
reiben und der Satz des Brianchon. Wir wollen in diesem Para- 
graphen genau die reziproken Betrachtungen zu denen des vorigen Para- 
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graphen RD&teUen. Wir gehen wieder aas rom Kreise und betrachten 
zwei feste Tangenten in den Puilkten T und T deBselben, die von einer 
beweglichen Tangente in den Punkten X und X' geschnitten werden 
(Fig. 317). Man siebt sofort, daß der Winkel TOT gleich 2 Rechten 
Termindert um den koostaateo Winkel der beiden Tangenten ist. Da 
aber der Winkel XOX' gleich \TOT ist, ao ist dieser für verschie- 





dene Lagen der Tangente XX' gleichfalls konstant; daraus folgt, daß 
die durch yerschiedene Lagen der beweglichen Tangente auf den festen 
Tangenten erzeugten Punktreihen X und X' von aus durch kon- 
gruente Strahlen büschel projiziert werden; die beiden Ponktreihen sind 
also projektiv. Daraus ergibt sich fQr jeden Kegelschnitt der Satz: 

Iiymdüwei Tangenten einea Kegelschnittes werde» von den übrigen 
Tcmgenten in projektiven Punktreihen geschnitten (Fig. 318). Dafür kann 
man auch si^en: 

Die Verbindtatgslinien je zweier entsprechender Punkte zweier pro- 
jektiver Punktreihen umhüüen einen Kegelschnitt, oder kurz: 

Zwei projektive Punk^etken erzeugen einen Kegelschnitt. 

Da zwei projektive Punktreihen durch drei Punktepaare so bestimmt 
sind, daß zu jedem vierten Punkte der einen Reihe der entsprechende der 
anderen eindeutig festliegt, so ergibt sich unmittelbar, daß ein Kegd- 
schnitt durch fünf Tangenten eindetUig bestimmt ist, d. h. es gibt nur 
einen einzigen Kegelschnitt, der fünf gegebene gerade Linien berfihrt. 

Wieder entsteht sofort die Aufgabe, wenn fünf Tangenten eines Kegel- 
schnittes gegdien sind, eine beliebige sechste zu konstruieren. Die Lösung 
beruht auf der allgemeinen Konstruktion eines vierten Punktepsares auf 
zwei durch drei Punktepaare g^benen projektiven Pncktreihen dadurch, 
daß man eine dritte Punktreihe zu Hilfe nimmt, die za den beiden an- 
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deren perepektiv liegt (Fig. 310). Es gescliielit das dadurch, daß man 
auf der Verbindungalinie AÄ zweier entsprechender Punkte der Punkt- 
reiheo l und V die beiden Projektionezentren und 0' beliebig wählt 
Durch die Schnittpunkte ^ und y der Strahlen OB und O'B', bzw. 
OG und O'C wird die drithe Punktreihe i bestimmt, mit deren Hilfe 
zu jedem Punkte X der entsprechende Punkt X' ermittelt werden kann. 

f 




Bandelt es sich also darum, eine sechste Tangente zu konstruieren 
(Fig. 320), BD verlegt man zweckmäßig die Zentren und 0' in die 
Schnittpunkte zweier der gegebenen Tangenten, etwa der Tangenten 
HB' und 00\ mit einer dritten AÄ\ es fällt dann ^ nach B nnd a 
nach C, die Verbindungslinie dieser beiden Punkte ist demnach die Hilfs- 
pnnktreihe, mit deren Hilfe zu jedem Punkte X der Punktreihe l der 
entsprechende Funkt X' der Punktreihe V dadurch ermittelt wird, daß 
die Strahlen OX und O'X' sich auf BC schneiden masseu. Die 
Verbindungslinie XX' ist dann gleichfalls eine Tangente an den Kegel- 
schnitt. 

Diese einfoche Konstruktion ist wiederum dadurch bemerkenswert, 
daß sie ohne Zirkel nur mit Hilfe eines Lineals ausführbar ist. 

Betrachtet man wieder die Veränderung des Eonstruktionsmecha- 
nismuB beim Wandern des Punktes \ auf der Geraden BC (Fig. 321), 
insbesondere das Dreieck XX'|, so erhält man den Satz des MacLaurin'. 

Bewegt sich ein veränderliches Dreieck so, daß die drei Ecken auf 
drei festen Geraden gleiten, während zwei seiner Seiten sich um ewei feste 
Punkte drehen, so umhüllt die dritte Seite einen Kegelschnitt. 

Faßt man endlich das Sechseck OO'BXX'C und seine drei Dia- 
gonalen ins Auge (Fig 322), so ergibt sich der Satz des Brianehon: 
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Die drei Verbindungslinien je eweier GegenecJcen eines einem Kegel- 
schnitt umsehriAeneii Sechsecks gehen durch einen Punkt. 

Dieser Satz bildet das reziproke Gegenstück zu dem Satze des 



~~~-,jr 



Oö^ 




I ganze Reihe anderer Sätze ankaUpft 
zu denen 60 Brianchonpankte ge- 



Pascal, an den sich wiederum < 
Wieder gibt es 60 Sechsecke, 
hören vsw. 

Auch dadurch, daß mos das Secliseck durch ZusammenfaUen gweier 
Tangenten in eine gerade Linie in ein Füt^-, Vier- oder Dreieck degene- 





rieren Ukßt, lassen sich weitere Sätze ableiten, so gibt der Satz für ein 
Fünfeck die Konstruktion des Berührungspunktes für jede Tangente 
(Fig. 323), der Vierecksatz würde lauten: 

Jn einem einem Kegelschnitt umschri^enen Viereck schneiden sich die 
Diagonalen und die Verbindungslinien je zweier gegeniiherliegender Be- 
rührungspunkte in einem Punkte {Fig. 324). 

98. Pol UDd Polare. Der fruchtbarste Begriff für die Eigen- 
schaften der Kegelschnitte ist der BegrifiF Pol und Polare. Die polaren 
BeeieJtungen sind gleichfalls Lagebegiehuvgen und daher projektiv, sie 
können also auch aus den Eigenschaften des Kreises abgeleitet werden. 

Jeder Kreisdarchmesser hat die Eigenschaft, daß er die zu ihm 
senkrecht stehenden Sehnen halbiert, daß die beiden Taugenten, die par- 
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allel za diesen Sehnen verlanfen, ihren BerttlinuigspUDkt auf ihm haben, 
und daß je zwei Tanf^enten in deu Endpunkten einer dieser Sehnen sich 
auf ihm schneiden (Fig. 335). Da alle diese Sehnen und die zu ihnen 
parallelen beiden Tangenten durch einen unendlich fernen Punkt gehen, 
und da die Endpunkte, der Mittelpunkt und der onendlich ferne Punkt 
einer Strecke vier harmonische Funkte bilden, so kann man diese Eigen- 
schaften auch 80 auBsprechen, der vierte harmonische Punkt zu den 
Endpunkten einer Sehoe and dem unendlich fernen Puiikte liegt auf 
derjenigen Sehne, welche die beiden BerUhnuigspunkt« der zu der Sehne 
parallelen Tangenten miteinander rerbindet, kurz auf der Berührungs- 
sehne. Zentralprojiziert man die ganze F%ur, so fällt der unendlich 
ferne Punkt ine Endliche, die BerOhrungssehne bleibt in dem Sinne Be- 
rflhrungssehne, als sie die BerOhnmgspunkte der durch den Punkt 
gehenden beiden Tangenten mit- 
einander verbindet, Sie hat die 
Eigenschaften, daß auf ihr der 





Fi«.tM. 



vierte harmonische Punkt ea den Schnittpunkten einer durch P gesogenen 
Geraden mit dem Kegelschnitt und dem Punkt P selbst liegt, und daß femer 
auf ihr sich die beiden Tangenten schneiden, die in den SchnittpunkteH - 
jeder durch P gezogenen Geraden mit dem Kegelschnitt gezeichnet sind 
(Fig. 326). 

Zu jedem Punkte außerhalb des Kegelschnittes gehört eine Gerade 
mit der angegebenen Eigenschaft; man nennt den Punkt P den Pol der 
Berübrungssehne p und die Berührungssehne j) die Polare des Punktes P. 

Dieselben polare» Beziehungen finden auch dann statt, wenn der Pol 
innerhalb des Kreises liegt, denn der Mittelpunkt eines Kreises, die bei- 
den Endpunkte eines DurchnieBsers und der unendlich ferne Punkt des- 
selben bilden vier harmoniscbe Punkte. Alle unendlich fernen Punkte 
aber von sämtlichen DurchmesserD liegen auf der unendUch fernen Ge- 
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radeti, und da die beiden in den Endpunkten eines Durchmeasers ge- 
zogenen Tangenten einander parsllel sind, ao liegt ihr Schnittpunkt 
gleichfalls auf der unendlich fernen Cteraden. Mit- 
telpunkt eines Kreises und die unendlich ferne Ge- 
rade werden also durch den Ereis in derselben f 
Weise zueinander in Beziehung gesetzt, wie es fDrl 
einen Fol außerhalb des Ereises und seine Polare ^ 
der Fall war (Fig. 327). 

Projiziert man wiederum die ganze Figur, so 
wird aus dem Kreis ein Kegelschnitt, aus dem Kreiemittelpunkt je nach der 
La^ des Projektionszentrums irgendein Punkt im Innern des Kegelschnittes 
und aus der noendlich fernen Geraden eine den Kegelschnitt nicht schnei- 
dende endliche Oerade. Für diese Gerade p und den zugehörigen Punkt P im 
Innern des K^elschnittes bleiben die Eigenschaften bestehen, daß auf 
jeder durch den Pol gezogenen Geraden durch diesen, die beiden Schnitt- 
punkte mit dem Kegelschnitt und durch den Schnittpunkt mit der PoUren, 
vier harmonische Punkte bestimmt werden, und daß die beiden in den 






Endpunkten einer durch den Pol gebenden Sehne gezogenen Tangenten 
sich auf der Polaren schneiden (Fig. 328). 

Liegt endlich der Pol auf dem Kegelscknitt selbst, so wird die Polare 
ewr Tangente im Pol (Fig. 329), denn der geometrische Ort der Schnitt- 
punkte je zweier in den Endpunkten einer durch den Pol gehenden 
Sehne gezogenen Tangenten ist die Tangente im PoL 

Die Polare schneidet also den Kegelschnitt, berührt ihn oder schneidet 
ihn nicht, je nachdem der Pol außerhalb des Kegelschnittes, auf ihm oder 
innerhalb desselben liegt. 

Eb entsteht sofort die Fn^e nach einer einfachen Konstrulction der 
Polaren zu einem gegebenen Punkte mit Beeug auf einen gegebenen Kegel- 
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achnitt. Nach den besprochenen Beziehungen zwischen Pol und Polaren 
hat man zur Lösung der Aufgabe durch den Punkt nur zwei Sekantea 
des Kegelschnitts zu ziehen und auf diesen je den vierten harmonischen 
Punkt zu dem Pol und den beiden Schnittpunkten mit der Kurve auf- 




snsuchen. Die Verbindungslinie der beiden vierten harmonischen Punkte 
ifit dann die gesuchte Polare. Die Konstruktion der vierten barmonischeu 
Punkte auf den beiden Sekanten geschieht am einfachsten durch Kon- 
struktion eines vollständigen Vierseits und Benutzung des in § 83 mit- 
geteilten Satzes. In Fig. 330 ist das 
vollständige Vierseit für den Fall ge- 
zeichnet, daß der Pol außerhalb der 
Kurve liegt, während er in Fig. 331 
innerhalb derselben sich befindet. 

Damit ist auch unmittelbar die 
Aufgebe gelöst, von einem PunJUe die 
beiden Tangenten an den K^elschnitt 
£tt konstruieren^ man hat nur auf die 
eben mitgeteilte Weise die Polare des 
Punktes zu ermitteln; ihre Schnittpunk- 
te mit dem Kegelschnitt sind dann dieBe- 
rtthmugspunkte der beiden Tangenten. Diese Konstruktion ist dadurch be- 
merkenswert, daß sie ohne Zirkel nur mit dem Lineal ausgeführt wird. 
Liegt ein Punkt Q auf einer Geraden p, so geht seine Polare q 
durch den Pol P von p (Fig. 332). 

Wandert der Punkt Q auf der Geraden p, so dreht sich demnach 
die Polare q um den Pol P, mit anderen Worten: beschreibt Q eine PttvH- 
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reihe auf p, so beschreibt g ein SiraJUenbüschel um P. — Hat man zwei 
Punkte Qi und Qj, so muß der Pol der Verbindungslinie Q,Qf gleich- 
zeitig auf beiden Polaren <f^ und q^ liegen, d. h, er ist der Schnittpunkt 
derselben. Damit ist auch die zu der letzten umgekehrte Aufgabe ge- 
löst: es s<M der Pol ea einer g^^)enen Gnaden mit Bezug auf einen 
gegthenen Kegelschnitt ermittdt tcerden. Man hat nur zu zwei beliebigen 
Punkten der Geraden mittels eines Tollständigen Vierseits die zngehSrigen 
Polaren zu ermitteln; ihr Schnittpunkt ist der gesuchte Pol. 

99. Das Kezlprozltfitagesetz der ElMne. Liegt in der Ebene 
eine geradlinige Figur und ein Kegelschnitt, so kauD man zu jedem 
Punkte der Figur mit Bezug auf den Kegebchnitt seine Polare ermitteln 
und zu jeder Geraden ihren Pol. Man erhält dann eine zweite Figur 
— die sogenannte reziproke Figur — , in der jedem Punkte der ersten 
eine Gerade und jeder Geraden ein Punkt entspricht; aus einer Punkt- 
reihe der ersten Figur wird ein StrahlenbOschel in der zweiton und um- 
gekehrt. An Stelle der Verbindungslinie zweier Punkte der ersten Figur 
tritt der Schnittpunkt zweier Geraden der zweiten. Liegen drei Punkte 
der ersten Figur auf einer Geraden, so gehen dafür in der zweiten Figur 
drei Gerade durch einen Punkt. 

Es erhellt hieraus, daß jede Figur, in der nw Eigenschaften der 
Lage eum Ausdruck Jcommen, umkehrbar ist; so ist, wie schon erwähnt, 
der Satz des Briandum die reeiproke Umkefmtng des Pascdls(äien Salzes. 
Ist also das Beziprozitätagesetz festgestellt^ so braucht der erstere Satz 
nicht erst bewiesen zu werden, sondern ist gleichzeitig mit dem letzteren 
als reziproke Umkehrung desselben gesichert. 

100. Mittelpunkt, Durchmesser 
und Aclisen der Kegelschnitte. Betrach- 
tet man in der Ebene eines beUebigen 
Kegelschnittes einen unendlich fernen 
Punkt als Pol, so sind alle durch ihn gehei 
den Sekanten parallel (Fig. 333). Die / 
vierten harmonischen Punkte auf deu- 
selben liegen dann in der Mitte der Seh- 
nen, und da sie außerdem auf der Polaren 
zu dem unendlich fernen Punkte liegen 
müssen, so ergibt sich unmittelbar, daß "^ "* 

die MiUdpunkte paralleler Sehnen, eines Kegelschnittes auf einer Geraden 
liegen. Diese Gerade heißt der zu den Sfhnen konjugierte Durchmesser. 
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In heeug auf ihn sind also die heiden durch ihn getrennten Hälften des 
K^dschnittes sehi^ a/mmäriseh. Die EndpunJde des Dwchmessers sind 
gleieheeitig die Berührungspunkte der beiden su den Sehnen paraUden 
Tangenten. Damit ist sogleich die Konstruktion der beiden Tangenien 
von vorgesdiriätener Richtung gegeben. 

Alle nneodlicii fernen Paukte liegen aof der anendlich fernen Ge- 
raden, deren Pol im Innern des Kegelsclmittes liegt (Fig. 334). Dnrch 




ihn mUssen alle Darchmesser gehen, und auch, dader nerte barmonische 
Punkt im unendlichen liegt, halbiert werden. Man nennt den Seknitt- 
und Mittrinkt aUer Durchmesser den Mitidpunkt des Kegelschnittes, seine 
Konstruktion ist durch seine Definition als Pol der anendlich fernen 
Geraden gegeben. 

Ist Ps wieder ein nnendlich femer Punkt und Q^ der unendlich 
ferne Pankt der Polaren j) von P„, so muß die Polare q von (?, 
durch f« gehen, also parallel zu den durch 
P» gehenden Sehnen sein (Fig. 335). Hat 
man also zwei Durchmesser, ron denen der 
eine die parallel mit dem anderen gezogenen 
Seimen halbiert, so halbiert auch der andere 
die zu dem ersteren parallelen Sehnen. Man 
nennt zwei Durchmesser, die in dieser Bezie- 
hung zueinander stehen, zwei konjugierte Durch- 
messer und kann somit den letzten Satz auch 
in der Form aussprechen: von zwei konjugierten 
Durchmessern halbiert jeder die eu dem anderen 
parallelen Sehnen. 

Femer gelten die Sätze: die Tangenten in 
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den Endpunkten eines Durchmessers sind paraOd 0U dem hmjugierten 
Durchmesser, und die Tangenten in den Endpunkten einer Same schneiden 
sieh auf dem konjugierten Durchmesser (Fig. 336). Die EonBtrnktion des 
zu einem gegebenen DurcliniesBer konjugierten ist durch die Definition 
deaselbeo als geometrischer Ort der Mittelpunkte aller paralleler Sehnen 
gegeben. 

Verbindet man die Endpankte eines Durchmessers mit einem be- 
liebigea KurreDpunkt und zieht zu den Verbindungslinien parallele 
Durchmesser, so sind dieselben konjugiert, weil jeder die zu dem anderen 




parallelen Seimen halbiert (Fig. 337). Damit ist auch die Lösung der 
Konstruktion desjenigen konjugierten Durchmesserjiaares gegeben, das einen 
vorgeschriebenen Winkel einschließt. Es interessiert besonders dasjenige 
Paar, das einen rechten Winkel einschließt. Falls ein solcbes existiert, 
hat man denjenigen Kurrenpunkt anfzosuchen, dessen Verbindungslinien 
mit den Endpunkten eines beliebigen Durchmessers einen Rechten ein- 
schließen. Derselbe muß demnach gleichzeitig auf einem Halbkreise über 
dem Durchmesser liegen (Fig. 338). Dieser Halbkreis maß aber den E^el- 
Bchnitt schneiden, denn die Tangenten im Endpunkte des Durchmessers 
sind parallel; der Durchmesser selbst bildet mit der einen einen spitzen, 
mit der anderen einen stumpfen Winkel, so daß also ein Teil des Halb- 
kreises zwischen den beiden Tangenten, der andere außerhalb liegen muß, 
während der Kegelschnitt ganz zwischen den Tangenten liegt. Man 
nenni die beiden rechtwinklig aufeinander stehenden kotyttgierien Ihtrch- 
messer eines Kegdschniäes seine Ädisen; jeder tou ihnen ist für den 
Kegelschnitt eine SymmOrcdachse ; die Kurve wird durch ihre Achsen in 
vier kongruente oder symmetrische Quadranten geteilt, so daß man durch 
die Achsen eine höchst Obersichtliche Vorstellung von der Form der 
Kegelschnitte erhält, wie im nächsten Paragraphen für die drei Typen 
einzeln gezeigt werden wird. 
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Die Konstruktion der Ad^sen eines Eegelschnittes ist dnrclL den 
Ereis nm den Mittelpunkt des Kegelschnittes Ober einem Darchmesser 
desselben gegeben. 

101. nie Lage des Mittelpanktes and der Aclisen bei den 
drei Typen der Kegelschnitte. Die bisher abgeleiteten Sätze sind anf 
projektivem Wege gefunden worden und gelten daher fttr alle drei Typen 
ohne Rücksicht anf ihre Qestalt. Es mögen nonmehr die Lage des 
Mittelpanktes und der Achsen f^r jeden Typus einzeln diskutiert werden. 

"Di^ Ellipse wird von der unendlich fernen Geraden nicht geschnitten, 
daher liegt der Pol derselben, also der MiltdpunM der Ellipse innerhalb 
der Kurve. Die Achsen müssen infolgedessen die Ellipse schneiden, und 
man bezeichnet als Achsen im besonderen auch die Strecken, die dnrch 
die Kurve begrenzt werden, und unterscheidet die große und die kleine 




Achse. Die gro&e Halbachse wird mit a und die kleine mit 6 bezeich- 
net (Fig. 339). Da die Kurve in bezug auf beide Achsen symmetrisch 
ist^ so besitzt die Ellipse an den Endpunkten der Achse je einen Scheitel; 
an den Endpunkten der großen Achse erreicht die Krümmung dabei ein 
Maximum, während sie an den Endpunkten der kleinen Achse ein Mi- 
nimum besitzt Auch alle übrigen Durchmesser müssen die Kurve 
schneiden und sind daher reeU. 

Die Hyperbel wird von der unendlich fernen Geraden zweimal ge- 
schnitten, folglich muß ihr Pol, d. h. der Mittelpunkt der Kurve, außer- 
halb der Hyperbel liegen (Fig. 340). Es sind infolgedessen von ihm aus 
zwei Tangenten an die Kurve möglich, welche die Polare des Mittel- 
punktes — also die unendlich ferne Gerade — als Beriihrungssehne 
haben; d. h. aber vom Mittelpunkte aus gehen zwei Tangenten an die 
beiden unendlich fernen Punkte der Kurve, oder die Hyperbel besitzt 
zwei Asymjitoten, die sich im Mittelpunkte der Kurve schneiden. Da 
durch die Achsen die Kurve in vier kongruente Teile zerlegt wird, 
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müssen die Achsen den Asymptotenuinkel halbiereo. Aus diesem Onmde 
schoeidet nur eine Achse die Eurre, die Hyperbel besitzt also eine reelle 
und eine imoffinäre Achse. An den Endpunkten der reellen Achse 
bilden sich aus SymmetriegrOnden Sdteitd aus; in diesen erleidet di« 
KrUmmung ein Maximum. Alle Durchmesser, die in demjenigen Baume 
zwischen den Asymptoten liegen, in welchem die Knrre selbst liegt, sind 
reell, alle übrigen inu^inär. Da zwei konjugierte Durchmesser durch 
die beiden Asymptoten voneinander getrennt sind, so ist immer einer 
derselben reell, der andere imaginär. Verbindet eine Sehne zwei Punkte 
desselben Zweiges, so ist sie eine innere, verbindet sie zwei Fnnkte, die 
auf verschiedenen Zweigen der Kurve liegen, so ist sie eine äußere Sehne 
Die Parahd wird von der unendlich fernen Geraden berührt. Der 




Pol dieser ist somit der Berührungspunkt, d. b. der uDendlich ferne 
Punkt der Parabel. Somit liegt der Mittelpunkt derselben im unendlichen 
(Fig. 341). Eine Parabel kann demnach aufgefaßt werden als eine El- 
lipse, deren einer Scheitel samt Mittelpunkt ins Unendliche gerfickt ist. 
Wenn auch der Name Mittelpunkt für diese Lage nicht gewöhnlich ist, 
so ist es doch zweckmäßig den unendlich fernen Punkt der Parabel so 
zn nennen, weil dadurch alle fOr die Ellipse angegebenen L^everhätt- 
nisse von Sehnen, Durchmessern und Tangenten sich fUr die Parabel 
immittelbar modifizieren lassen. So folgt aus der unendlich fernen Lage 
des Mittelpunktes, daß alle Durchmesser unter sich parallel sind. Wie 
man also auch die Richtung einer Schar von parallelen Sehnen wählen 
mag, alle durch die Mitten paralleler Sehnen bestimmten Durchmesser, 
also auch eine der Achsen, sind parallel (Fig. 342). Da die andere Achse 
im unendlich fernen Punkte senkrecht auf dieser steht, so ist sie die 
unendhch ferne Gerade selbst. Die Parabel besitzt also nur ätie end- 
liche Achse, durch die sie in zwei symmetrische Hälften geteilt wird, so; 
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daß Bich an ihrem Schnittponkt mit der Achae ein Scheitel ausbildet 
In diesem erleidet die Krammung ein Maximum. Alle Sehnen senkrecht 
Eur Achse werden von dieser halhieri Damit ist die Konsiruktion der 
Achse sehr einfach g^eben; man hat nur zwei beliebige parallele Sebnen 
KU halbieren; die Verbindungslinie der Mittelpunkte liefert die Richtung 
der Achse; durch die Mitte einer zu dieser Richtung senkrechten Sehne 
muS sie gehen. 

Zwei Tangenten in den Endpunkien einer Sehne müssen sieh auf dem 
Durchmesser si^neiden, der diese Sehne halbiert. Die Tangente im Sdtnitt- 
punkt des Durchmessers mit der Farahd ist paraüel zur Sehne. 

103. Die Ellipse als orthogonale FarsUelprojektlon d«8 Kreises. 

Da bei der Parallelprojektion der anendlich ferne Punkt sich wieder ins 
Unendliche projiziert, so sind ewei Kurven, von denen die eine eine Par- 
aUdprojektion der andern ist, nicht nur von derselben Ordnung, sondern 
auch von demselben Typus. Die Paraltdprojektion einer Ellipse ist daher 
stets wieder eine Ellipse, und jede Ellipse kann aufgefaßt werden als 
Parallelprojektion eines Kreises oder als Schnitt eines schiefen Kreis- 
zjUnders. Die Ellipse ist also mit dem Kreise nicht nur kollinear, son- 
dern auch affin verwandt. Aus dieser AfGnverwaodtschaft ergehen sich 
hervorragende Eigenschaften der Ellipse, die diesem Typus eigentümlich 
sind, wenn auch häufig für die beiden anderen Tjpen ein Analogon 
existiert So ergibt sich unmittelbar, daß sich der Ereismittelpunkt als 
Ellipsenmittelpunkt projiziert, daß jeder Kreisdurchmesser ein EUipsen- 
durehmesser wird, and daß sich ewei aufeinander senkrecht stehende Kreis- 
durchmesser als zwei konjugierte Ellipsendurchmesser projizieren. Umge- 
kehrt können zwei konjugierte Durchmesser stets aufgefaßt werden als 
die Parallelprojektion zweier aufeinander senkrecht stehender Kreisdurch- 



Wir wollen im folgenden zunächst die Ellipse als orthogonale Par- 
aUelprojektion des Kreises untersuchen. Wir wählen den Kreis zunächst 
80, daß sein Mittelpunkt in der Projektionsebene liegt und er selbst 
diese in einem Durchmesser schneidet; dann projizieren sich alle Ordi- 
naten, die senkrecht auf diesem Durchmesser stehen, ebenfalls senkrecht 
zu' diesem (Fig. 343), und die Projektionslote bilden mit den Kreisordinaten 
und ihren Projektionen ähnliche Dreiecke, so daß jede Ereisordtnate zu ihrer 
Projektion im nämlichen Verhältnis steht Klappt man den Kreis um den 
betrachteten Durchmesser in die Ebene der Ellipse um (Fig. 344), so 
fallen die Kreisordinaten mit den entsprechenden Ellipsenordinaten zusam- 
men und ersckätien in den ElUpscnpunklcn alle in konstantem Verhältnis 
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geteilt. Der EieiBdurchmeseer wird zur großen Achse der Ellipse und 
der zu ihm senkrecht stehende Dnrchmesaer zur kleinen. Je xwei Tan- 





getUen in entsprechenden Kreis- und Eü^senpunklen schneiden sich au^ 
der Verlängerung der großen Achse. 

Schneidet der Kreis die Projektionsebene nicht in einem Durch- 
messer, sondern Hegt er beliebig im ßaame (Fig. 345), so projiziert sich 
der zur Projektionsebene parallele Kreis- 
durchmesser in wahrer Gröfte und als große 
Achse der Ellipse, während der zu ihm senk- 
rechte Durchmesser sich als kleine Achse 
projiziert und alle Kreisordinaten eich im 
selben Verhältnis rerjOngen. 

Das VerkäreungsDerhäUnis der Ordintiten 
ist abhängig von dem Neigungswinkel <p der 
Kreisebeae zur Projektionsebene; ist a die 
halbe große, und b die halbe kleine Achse, 
so besteht die Beeiehung — = cos y ( Fig. 343). 
Ist der Ej'eisradius und der Neigungswinkel <p 
bekannt, so kann demnach die kleine Achse ' 
der Ellipse aus einem rechtwinkligen 

Dreieck ermittelt werden. — Umgekehrt kann jede Ellipse aufgefaßt 
werden als orthogonale Parallelprojektion eines Kreises, dessen Neigungs- 
winkel 9) bestimmt ist durch die Beziehung cos ^ = , und dessen Halb- 
messer gleich a ist. 
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Nebenbei sei noch bemerkt, daß der FlächeninJuUt der Ellipse mit 
BScksicht auf § 75 sich aus dem des Ereisea ergibt, als 

a' -x ■ cos tp = a-b a. 

Steht auf der Kreisebene etwa im KreismiUelpunkt eine Gerade senk- 
reekt, so muß sieh diese senkrecht eur großen Achse der Ellipse pnyieieren, 
da sich ein rechter Winkel, dessen einer Schenkel parallel zur Projek- 
tionsebene ist, wieder als rechter Winkel projiziert (Fig. 345). Diese 
Bemerkung ist bei axonometrischen Zeichnungen, in denen Ellipsen vor- 
kommen, von der größten WichtigJceit. 
Handelt es sich etwa um die Projektion 
eines horizontalen Kreises, so folgt daraus, 
daß die große Achse horizontal liegen muß, 
vjenn die B-Achse vertikal ist (Fig 346). 
Mit RGcksicbt hierauf ist die Zeichnung 
der Ellipse nicht schwierig; fOr einen 
gewandten Zeichner genügen die beiden 
konjugierten Durchmesser, die parallel 
der X- und y-Richtung verlaufen, das der 
Ellipse umschriebene Parallelogramm, 
dessen Seiten parallel zu diesen Rich- 
tungen sind, und die Richtung der 
großen Achse, die Symmetralachse ist, vollständig, um die Ellipse mit 
genügender Genauigkeit herzustellen. 

Ähnlich gestaltet sich die Herstellung der Projektion eines Kreises 
parallel der y-2- Ebene und der z-^-Ebene. Die Yerhältnisse zeigen sich 
am klarsten bei der Projektion eines Würfels, in dessen Seitenquadraten 
Kreise eingezeichnet sind; die großen Achsen der Ellipsen stehen jedesmal 
senkrecht auf derjenigen Würfelkante, die auf der betreffenden Eüipsenfläche 
senkrecht steht. 

Selbstverständlich gilt das Gesäte nur für orthogonal-axonometrische 
Systeme; gerade hierin zeigt sich eine große Überlegenheit derselben im 
Vergleich zu schief- axonometrischen Systemen, z. B. zur Kavalierper- 
spektive. 

Wir wollen nunmehr eine Ellipse betrachten, deren kleine Achse 
parallel mit der Projektionsebene ist. Bei sonst beliebiger Lage der 
Ellipse wird ihre orthogonale Parallelprojektion wieder eine Ellipse sein, 
wobei die Achsen sich als Achsen projizieren, da sich ein rechter Win- 
kel, dessen einer Schenkel parallel der Projektionsebene liegt, wieder als 
rechter Winkel projiziert und konjugierte Durchmesser sich wieder als 
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konjugierte Darchmesser projizieren. Wir denken uns znnäclist auch die 
große Achse parallel der ProjektionsebeDe (Fig. 347), sie projiziert sich 
dann in wahrer Größe, und drehen nunmehr die Ellipse um ihre kleine 
Achse; es wird sich dann die Projektion der großen Achse allmählich 
verjüngen, bis sie gleich der kleinen Achse geworden ist; die Ellipse ist 
dann zum Kreise geworden. 

Bei jeder Lage der Ellipse stehen die einzelnen Ordinaten, die senk- 
recht auf der kleinen Achse stehen, zu ihren Projektionen in konstantem 
Verhältnis. Legt man also die Ellipse so auf diejenige ihrer Projek- 
tionen, die als Ereis erschien, daß die entsprechenden Ordinaten und die 
Eurvenmittelpunkte eich decken, so erscheinen die Ereisordinaten in dm 
EUipsenpunkien trt konstantem Verhältnis verlängert. Je etcei Tangenten 




in entsprechenden Kreis- und ERipsenpankten schneiden sich auf der Ver- 
längertmg der Täeinen Achse. 

Demnach ergeben sich iuiei einfache Mittel, um einsxlne Tunkte einer 
ElUpse ssu konstruieren, wenn diesdbe durch iltre beiden Achsen 2a und 
2h gegeben ist; entweder man geht aus von einem Kreise mit dem Ra- 
dius a und verkürzt die Ereisordinaten im Verhältnis b : a, oder man 
geht aus Ton einem Kreise mit dem Halbmesser b und verUugert die 
Kreiaordinaten im Verhältnis a : b. 

Diese proportionaie Teilung geschieht am bequemsten mit Hilfe wn 
ewei koneentrischen Kreisen, die die Radien a, hsw. h besitzen (Fig. 348). 
Zieht man durch den Endpunkt irgendeines Radios des kleinen Kreises 
eine Parallele zu einer Achse der Ellipse und durch den Endpunkt des 
mit dem ersten zusammenfallenden Radius des großen Kreises eine Par- 
allele znr andern Achse, so ist der Schnittpunkt der beiden Parallelen 
ein Ellipsenpunkt, da in jedem der von einem großen Kreisradius als 
Hypotenuse und einer Kreisordinate als Kathete gebildeten rechtwink- 
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ligen Dreiecke die Kreisordinate im selben Terhjütxiis wie die HTpotennee, 
also im VerhältniB der beiden Achsen, geteilt wird. Aacli bei dieser 
Konstruktion lassen sieh in den einzelnen Etlipsenpnnkten die Tangenten 
in derselben Weise wie in Fig. 344 und 347 hinzufSgen. 

Aus dieser Ellipsenkonstruktion läßt sich eine andere ebenso wich- 
tige ableiten. Man ziehe in Fig. 349 durch P eine Linie aß, die mit or 
ein gleichschenkliges Dreieck begrenzt; dann ist ans SymmetriegrOnden 
Pß = os = b = const, und ebenso Pte — or = a = const. Daraus ergibt sich 
der Satz: Bewegt stcÄ eine Strecke so, daß ihre Etu^nlde auf den Sehen' 





kdn eines rechten Winkels gleiten, so beschreibt jeder Punkt der St/recke 
eine Ellipse. 

Dieser Satg gilt auch für jeden Punkt, der auf der Verlängerung der 
Strecke liegt (Fig. 350). Zieht man nämlich durch P eine Parallele zu 
ro, welche die Achsen in a and ß schneide^ so ist in dem Parallelo- 
gramm orPa die Strecke Pa = or = a = const., und in dem Parallelo- 
gramm osPß die Strecke Pß = so = 6 = const. 

Diese Ellipsenkonstruktion ist auch insofern von Interesse, als auf 
ihr eine Reihe von mechanischen Vorrichtungen zum Zeichnen von El- 
lipsen, sogeuannter EUipseneirkel oder EUipsographen, beruhen. Die ein- 
fachste dieser Vorrichtungen ist ein Papierstreifen, auf dessen Rande drei 
Punkte markiert sind a, P und ß, so daß aP = a und ßP = b ist 
(Fig. 351). Bewegt man den Papierstreifen so über das Zeichenblatt, 
daß die Punkte a und ß auf den Schenkeln eines rechten Winkels gleiten, 
so bestimmt in jeder Lage der Punkt P einen Punkt der Ellipse mit 
den Achsen ^a und 3b. — Ein anderes Instrument ist der Kreuzzirkel, 
bei dem in zwei aufeinander senkrecht stehenden Rillen zwei Stifte gleiten, 
an deren starrer Verbindung der Zeichenstift befestigt ist. — Endlich 
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sei noch di« gleichschenklige Schabkarhel erwähnt (Fig. 352), bei welcher 
zwei gleich langa, durch ein Gelenk Yerbandene Stäbe sich so bewegen 
können, daß das eine freie Ende an der Kante eines Lineals drehbar be- 
festigt ist, während das andere freie Ende an demselben entlang gleiten 
kann. Jeder Punkt P der am Lineal nicht befestigten Stange beschreibt 
dann eine Ellipse. 

Rollt ein kleiner Kreis, ohne zu gleiten, aaf der Peripherie eines 
größeren im Inneren desselben, so beschreibt jeder Funkt der rollenden 





Kreisfläche eine Kurve, die Hypotro^oide genannt wird. Diese degenerieri 
dann in eine Ellipse, wenn der Saibmesser des kleinen Kreises halb so 
groß ist als der Radius des festen (Fig. 353). Daraus nämlich, daß der 
Zentriwinkel des großen Kreises halb so groß ist wie derjenige des kleinen, 
folgt, daß immer das Bogenstack ax = a'x ist. Bei der Bew^ung des 
kleinen Kreises gleiten demnach die Endpunkte seines Durchmessers ab 
stets auf den Schenkeln eines rechten Winkels, jeder Punkt P des Durch- 
messers beschreibt also eine Ellipse. 

103. Die Ellipse als schiefe Farallelprojektion des Kreises. 

Stellt man dies^ien Betrachtungen wie am Beginne des vorigen Paragraphen 
bei schiefer Paraüelpr&idction an, so sind die Projektionen der Kreisordi- 
naten zwar auch unter sich parallel und stehen alle zu den zugehörigen 
Kreisordiuaten im selben Verhältnis, sie liegen jedoch nunmehr schief 
zu der Projektion des horizontalen Kreisdurchmessers (Fig. 354). Klappt 
man die Kreisebt^ne wieder in die Projektionsebene um, so erhält man 
eine Figur, die sich von Fig. 344 nur dadurch unterscheidet, daß die 
Ellipsenordinaten nicht mehr senkrecht auf ihrem konjugierten Durch- 
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messer ateheu, sondern alle unter bestimmtem Winkel gedreht sind 
(Fig. 355). SelbstTerständlicli ist dieser Durchmeaaer jetzt nicht mehr 
die große Achse. 

Die Figur 355 ist insofern toq Wichtigkeit, als in ihr die Ldsnng 
der Aufgabe enthalten ist, eine EUipse tti konsirweren, wenn von ihr ewei 
konjugierte Durchmesser ihrer 
Länge ncuit und der von ihnen 
gätüdde Witütel gegthen ist. 
Man hat zu diesem Zwecke 
Aber dem größeren der 




beiden konjugierten Durchmesser als Durchmesser einen Kreis mit einigen 
auf diesem Durchmesser senkrecht stehenden Ordinaten zu zeichnen, durch 
die Fulipunkte dieser Ordinaten Parallelen zu dem anderen der konju- 
gierten Darchmesser zu ziehen und die Länge dieser EllipEenordinaten 
so zu bestimmen, daß das YerhältDis derselben zu den zugehörigen Kreis- 
ordinaten gleich dem Verhältnisse der beiden konjugierten Durchmesser 
ist Ea geschieht dies am besten durch Linien, die in den Endpunkten 
der Kreisordinaten parallel zu der Verbindungslinie der Endpunkte der 
durch den Mittelpunkt gehenden Kreis- und Ellipseuordinate gezogen 
werden. Zum Zeichnen der Ellipse ist das ihr umsckriä>ene ParcHldo- 
gramm seh- wichtig. Die Tangenten in den einzelnen EUipsenpunkten 
können in dersdhen Weise wie bei orthogonaler ParaUdprojäcÜon hineu- 
gefügt zcerden. 

Diese Ellipsen konstruktion findet z. B. bei Herstellung einer Kava- 
lierperspektive eines Kreises Anwendung. 

Übrigens läßt sich die Ellipse aus ihren konjugierten Durchmessern 
auch direkt zeichnen. Einzelne Punkte derselben erhält man als Schnitt 
enisprechentler Strahlen zweier projektiver Straklenhiischd (Fig. 356). Zur 
Konstruktion derselben zeichnet man das der Ellipse umschriebene Par- 
allelogramm, dessen Seiten parallel den gegebenen konjugierten Durob- 
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I sind. Einen dereelben sowie eine Parallelograminseite, die ihm 
nicht panülel ist, teüt man in gleichviel Teile und legt die beiden Pro- 
jektionszeatren in die Endpunkte des nicht geteilten Durchmessera. 

Auch ditriA Ümhiälung läßt sich die Ellipse aus zwei konjugierten 
Durchmessern unter Äntcendur^ eweier projektiver Punkü-eihen geicknen 
(Fig. 357). Man zeichnet zunächst wieder das umschriebene Parallelo- 
gramm parallel den beiden konjugierten Durchmessern und bestimmt auf 
zwei anstoßenden Seiten desselben zwei projektive Punktreihen u, bzw. v 
dadurch, daß man durch einen Punkt x auf einem der beiden Durch- 
messer Strahlen von einem Endpunkte des anderen und der benachbarten 
Ecke des ParaUetogrammeB aas zieht. Die Verbindungslinien je zweier 




entsprechender Punkte u und v sind dann Tangenten an die Ellipse, die 
von diesen eingehüllt wird. Auch der Berührungspunkt läfit sich noch 
leicht hinzufügen. Macht man xy = Ax (Fig. 357) und zieht Dy, so 
bestimmt diese Linie auf der Tangente den ßerOhrnngspunkt t. Be- 
trachtet man nämlich das Viereck, das von den vier Tangenten Eu, uv, 
GM und HE gebildet wird, und wendet auf dasselbe den für das Vier- 
eck modifizierten Satz des Brianchon an, nach dem sich die Verbindungs- 
linien gegenüberliegender Ecken und gegenüberliegender Berührungs- 
punkte alle in einem Punkte Bchneiden, so folgt, daß Dt bestimmt ist 
durch den Schnittpunkt y von AC und uH. xy ist aber gleich Ax, 
weil Axy von « aus auf die Parallele EDH projiziert wird. 

Die beiden letzten Konstruktionen mit Hilfe projektiver Strahlen- 
büschel und Punktreihen lassen sich übrigens besonders auch zur Kon- 
struktion einer Ellipse aus ihren beiden Achsen anwenden. Aus dem 
umschriebenen Parallelogramm wird dann ein Rechteck. 

Endlich sei noch eine direkte Konstruktion der Achsen einer EUipse aus 
swei konjugierten Durchmessern mitgeteilt (Fig. 358). AB sei die große, 
CD die kleine Achse einer Ellipse; Über AB und CD als Durchmesser 
seien Kreise gezeichnet, und endlich seien ME^E^ nnd MG^G^ zwei 
aufeinander senkrechte Radien. Bestimmt man aus diesen die beiden 
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EUipsenponkte E otul G, eo sind EMF und GMH zwei konju- 
gierte Dnrchmesaer, und ea ist ^OG^G^P^ EE^E^. Dreht mau nun um 
M die Punkt« MGGyG^ um 90", so gelangen dieselben noch MJE^E^ 
und es ist EE^JE^ ein Rechteck, dessen Diagonale JE in halbiert 

. , Ti OE OE. OJ .. 

wird. Da nun -^^- - q-^- - -^^ ist, so ist 

SJ=MEi^a und TJ~.ME,~b. 

Aus dieser Betrachtung ergibt sich folgende Konstruktion der beiden 
EUipeeoachseu atu den beiden konjugierten Durchmessern EMF und 
GMH. Man errichte auf MS ein Lot und mache MJ=MH\ man 
verbinde E mit J und schlage um den Mittelpunkt Ton EJ einen 
Kreis mit OM, der die Verengerung von EJ in S und T schneidet 
Dann sind MS und MT die AchBemichtungen und f^tT^^ o, bzw. TJ— fr 
ihre halben Längen. 




104. Brennpankte. Wir vrählen ein ebenes Eollineationssystem 
mit dem Zentrum 0, der Grundlinie g, der Kollineationsacbse c und der 
Fluchtlinie f (Fig. 359). Mit Hilfe dieses Systeme bilden wir einen 
Kreis, dessen Mittelpunkt in liegt, ab, und zwar einen beliebigen Punkt 
desselben, x, dadurch, daß wir die Tangente xS ziehen, den Parallelstrahl 
dazu, OF, zeichnen, F mit S yerbinden und diese Linie mit dem Strahl 
ox in I zum Schnitt bringen; dann ist | die Abbildong von x. Ziehen 
wir noch von % aus das Lot 12) auf die Fluchtlinie, so ist 



S0_ {F _ 



oder 



iO _ iD 
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wenn r der Radias das Kreises und d der Abstand der EolliDeationsachse 
von der Fluchtlinie bedeutet. Verlängert mau noch xo bie zu den 
Schnittpaukten x' and |' mit den beiden Eurven, so erhellt sofort, daß 
II' die Polare von F ist; dreht sich ||' um ö, so bewegt sich F auf /"j 
/' ist also die Polare von o. 

Es gibt also auf einer Adise eines Keyelscknittes innerhalb desselben 
einen Punkt o, der eusammen mit seiner Polaren die Eigenschaft hat, daß 
das Verhältnis der Abstände irgend eines KurvenpunlUes von dem Punkte o 
und seiner Pdaren ein Itonstantes ist. Einen solchen Punkt nennt man 
Brermpunkt, seine Polare die zugehörige Direktrix. Das konstante Ab- 
standsTerhältnis e eines Eorvenpunktes vom Brennpunkt und seiner 
Direktrir hei£t die Exeenb-ieität der Eurve. 

Da der Kegelschnitt eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist, je 
nachdem die Grandlinie g den Kreis um o nicht Bchneidet, bertlhrt oder 
schneidet, je nachdem also r kleiner, gleich oder größer als d iat, so ist 
die Exeentrizität e hei der Eüipse Meiner, bei der Parabel gleich und bei 
der Hyperpd größer als 1. — Umgekehrt ist der geometrische Ort eines 
Punktes, der ein konstantes Abstandseerhältnis von einem Punkte und 
einer Geraden hat, ein Kegelschnitt und zwar eine Ellipse, wenn dieses 
Verhältnis kleiner als 1, eine Parabd, wenn es gleich 1, und eine Hyperbel, 
wenn es größer als 1 ist. 

Aus Fig. 359 ergibt sich sofort noch die wichtige Eigenschaft, die 
fQr alle K^elschnitte gilt, daß die Verbindtmgslinie des Brennpunktes 
mit dem Schnittpunkte der beiden in den Endpunkten einer durch den 
Brennpunkt gehenden Sehne gezogenen Tangenten senkrecht zur Berührungs- 
sehne ^eht. 

Weitere Brennpunkteeigenschaften knüpfen sich an die einzelnen 
Typen und werden daher fßr jede derselben einzeln al^eleitet. 

105. Brennpnnkteelgenscliftfteo der Ellipse. Aus Symmetrie- 

grfinden folgt zunächst, daß auf der großen Achse einer Ellipse inner- 
halb derselben symmetrisch zu ihrem Mittelpunkte zwei Brennpunkte 
existieren. Dia beiden Direktricen stehen auf der großen Achse senk- 
recht und schneiden diese in zwei Punkten, die gleichfalls symmetrisch 
zum Mittelpunkte, aber außerhalb der Eurve liegen. Die Entfernung 
der beiden Brennpunkte 2f bezeichnet man als Brennweite. 
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Aq8 Fig. 360 ergibt sich 



A'F 

■ AD ' 



' AD - 



Demnach id die Exfenirizilät 
dividiert durch die große Achse. 
Weiter ergibt sich 



der EUipse ^eich der Brennweite 



> 


XF Xr XF + XF' 
^ XY ^ XY- XY+XY- 


XF + XF- 
' DD 


der es ist: 








XF+XF' = fDD- 


= CODBt. 



D. h. die Summe der Abstände eines EUipaenpunktes von de« beiden Brenn- 
punkten ist konstant. 

Wendet man diesen Satz auf einen Endpunkt der großen Achse ao, 
so ei^bt sich, daß diese konstcmie Summe ■» 2a, d. h. gleich der großen 
Adise ist Wendet man ihn auf einen Endpunkt der kleinen Achse an. 




so ergibt sich, daß jeder Brennpunkt von den Endpunkten der kleinen 
Achse um die halbe große Adtse entfernt ist (Fig. 361). Zwischen den 
drei Größen a, h und f best«ht somit stets die Beziehung p^ a*— b*. Durch 
je zwei derselben ist also stets die dritte bestimmt und aus einem recht- 
iriukligen Dreiecke zu ermitteln. Durch zwei derselben ist somit auch eine 
Ellipse eindeutig bestimmt, und alle Ellipsen, bei denen das VerhMlnis 
der beiden Bestimmungsstücle dasselbe ist, sind einander ähnlich. Im be- 
sonderen ist also die Gestalt der Ellipse abhängig von dem Werte der 
Größe c, und zwar degeneriert die EUipse fQr e ^ in einen Kreis, dessen 
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Brennpunkt« in dem Mittelpunkt zuBammenfallen, während sie für e = 1 
in eine doppelt zu redmende gerade Linie ausartet. 

Änf dem Satze von der konstanten Abstandssumme beruht die be- 
kannte Gär^Krkfmstruhtion der EUipse. Man sticht dabei zwei Nadeln 
in die Brennpunkte und schlingt um dieselbe und tun die Bleistiftspitze 
einen dünnen, mit den Enden zusammengeknüpften Bindfaden. Führt 
man den Bleistift so, daß der Bindfaden, ohne sich zu dehnen, stets 
Btraff gespannt ist, so beschreibt derselbe eine Ellipse. — Auch als 
SdmHtpu/nkte zweier Kreise um die BrennpuvJde ergAen sich Ellipsen- 
punkte, wenn die Summe der Badien — 3 a ist (Fig. S 




Es sei in einem Ellipsenpnnkt X die Tangente gezogen, die die 
beiden Direktricen in T bzw. T' schneidet, sowie die Normale, die die 
große Achse in N trifft, dann ist (Fig. 363): 

FX_F^X . FX^XY_XT 

XT X Y' ^ F'x XI" X r ■ 

Da ferner die Dreiecke FXT und F'XT rechtwinklig sind, so 
sind dieselben ähnlich; daraus folgt, daß der Winkel TXF' ^ TXF ist; 
und hieraus wieder, daß der Winkel F'XN = FXN ist, d. h. aber in 
jedem Ellipsenpunhte halbiert die Normale den Winkd der beiden Brenn- 
strahlen, wälirend die Tangente deren N^>enmnkel kaibiert. 

Von dieser Beziehung rührt der Name Brennpunkt her. Denkt man 
sich nämlich die Ellipse auf ihrer Innenseite spi^elnd, so würden alle 
Lichtstrahlen, die von einem der Brennpunkte ausgehen, ron der EUipse 
nach (dem andern Brennpunkte bin reflektiert werden. 

Anch eine einfache Tangentenkonstruktion schließt sich hieran; man 
halbiert den Winkel, der von den beiden Brennstrahlen des betreffenden 
Kurvenpunktes gebildet wird, und zeichnet die zu dieser Normalen ge- 
hörende Tangente. Es ist diese Konstruktion der in § 96, Fig. 314 mit- 
geteilten linearen vorzuziehen. 

Hkuok: SsnteUsDde Owmetrl«. I. IS 
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Verlängert man in Figur 364 F'Z um XV = XF uad zieht FV^ 
so ist das Dreieck FXV gleichschenklig und F'V= 2a. Ist ü der 
Schnittpunkt von FV mit der Tangente in X, so ist fj, da die Tan- 
gente den Winkel bei X halbiert, die Mitte von FV; somit ist 

Oü^iF'V^a. 
Betrachtet man ü als Fufipunkt des von F auf die Tangente gefüllten Lotes, 
so liegt derselbe demnach auf einem Kreise Über der großen Achse als 





Durchmesser. Ist ü' der Fufipunkt des von F' auf die Tangente ge- 
föllten Lotes, so gilt fUr diesen Punkt dasselbe. 

Hieraus ergeben sich ewei wichtige Konstruktionen der Tangenten von 
einem Punkte P aus an die Ellipse. Erstens ist der Punkt V bestimmt 




als Schnitt eines Kreises um P mit PF und eines Kreises um F" mit 
2a (Fig. 365). Zweitens ist V bestimmt als Schnittpunkt eines Halb- 
kreises über PF und eines solchen über AÄ' (Fig. 366). 

Auch eine Tangente, parallel einer gegdtenen Geraden, ist hiernach 
leicht zu zeichnen. Man ziehe die beiden Brennstrahlen senkrecht zu 
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der gegebenen Richtung und schneide dieselben mit dem Kreise über 
der großen Achse als Durchmesser. Die Verbindungslinie der beiden 
Schnittpunkte ist die gesuchte Tangente (Fig. 367). 

Endlich ei^ibt sieb ana dem Satze, daß die FuBpunkte der auf eine 
Tangente ron den Brennpunkten gefällten Lote auf dem Kreise Ober 
der großen Achse liegen, eine EUipaenkonstmktion, bei der die Kurve 
durch Umhüllung ihrer Tangenten erzeugt wird. Sewegt sich nämlich ein 
rechter Winkel so, daß sein Scheitelpunkt auf einem festen Kreise gleitet, 
während ein Schenkel durch einen festen Punkt im Innern des Kreises 
gehl, so umkiiUt der andere Schenkd des refften Winkela eine Ellipse 
(Fig. 368). Bei dieser Konstruktion ist auch der Berührungspunkt in jeder 
Lage des rechten Winkels leicht hinznzuffigen. Man hat nur FU um 





sich selbst bis V zu verlängern und V mit F' zu verbinden, so ist der 
Schnittpunkt X mit dem freien Schenkel der auf ihm liegende Berüh- 
rungspunkt. 

Schließlich sei noch auf eine Konstruktion der Krümmungstnittel- 
punkte für die Scheitd hingewiesen, die sich ans dem Werte der Krüm- 
mungsradien unmittelbar ergibt Wir setzen dabei als aus der Analysis 
her bekannt voraus, daß der Krümmungsradius im Endpunkte der großen 
Achse gleich - , im Endpunkte der kleinen Achse gleich -^ ist Um 
diese Werte zu ermitteln, hat man in zwei benachbarten Scheitel- 
punkten die Senkrechten auf ihrer Verbindungslinie zu errichten. Die 
eine schneidet auf der großen Achse vom Mittelpunkte aus gerechnet 
den Krümmungsradius für die Endpunkte dieser Achse, die andere ebenso 
für die andere Achse ab (Fig. 369). 

Betrachtet man das rechtwinklige Dreieck, das von einer Brenn- 
punktsordinate und dem anderen Brennpunkte bestimmt wird, so ist, 
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wenn maa diese Ordinate, die auch halber Pwameler heißt, mit p be- 
zeichnet: 

p'= (2a -p)'~ 4r= ia'- 4ap +p»_ 4(a»- &») 
6" 

d. h. auch der halbe Parameter — dk R^ennpunlUsordinate — ist gleich 
dem Krümmungsradius für die Endpunkte der großen Achse. 

106. BrennpniiktselgeoschafteD der HTperbel. Auch ßlr die 
Hyperbe] folgt aus SymmetriegrOnden, daß auf ihrer reellen Achae, 8701- 
metriach zu ihrem Mittel- 
punkte, gTcei Brennpunkte 
existieren, deren Direktricen 
auf der reellen Achse senk- 
recht stehen und diese in 
zwei Punkten schneiden, die 
gleichfalls symmetrisch zum 
Mittelpunkte und zwischen 
den beiden Ästen der Hy- 
perbel liegen. Wie bei der 
Ellipse bezeichnet man die 
ElntEernung der beiden Brenn- 
punkte 2f als Brenn- 




weite, und wieder ergibt sich aus Fig. 370, daß 

_AF^ AF ^ÄF+AF ^ FF' 
* AI) AD A'D + AD AÄ'~ ' 
ist, d. h. 



^f. 



Die ExzenWisUät der Jfyperbd ist gleidt der Brennweite dividiert 
durcli die redte Achse. Aus derselben Figur ergibt sich weiter: 
XF __ XF; XF-— XF _ XF'- XF 
X Y ~ X 1" ^ xy^XY ~ T)D- ' 

oder es ist: 

XF- XF'= £ ■ 7)2)'- const., 

d, h. die Bifferene der Abstände eims Hyperbdpunktes von den beiden 
Brennpunkten ist konstant. 

Wendet mau diesen Satz auf einen Endpunkt der reellen Achse an, 
80N£i^ibt sich, daß diese konstante Differenz — 2a, d. h. gleich der redien 
Achse ist. 
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Hieraus folgt eine eiofiuihe EonstnikHon von Efyperbelpunkten als 
Sckniäptmkie etceUr Kreise um die Brennpunkte, tcenn die Differenz der 
Badien = 2a ist (Fig. 371). 




Es sei in einem Hyperbelpnnkte X die Tangente gezogen, die die 
beiden Direktricen in T und T' schneidet, dann ist (Fig. 372): 



FX 
XY' 



Xi" 



FX 

'F'X" 



XY _ 
XY' ~ 



XT 
XT'' 



und da ferner die beiden Dreiecke FXT und F'XT' rechtwinklig sind, 
BO sind sie ähnlich. Daraus folgt, daß der Winkel FXT'- F'XT ist. 




d. h. aber in jedem Hj/perbelpunkie halbiert die Tangente den Winkd der 
beiden BrennstrMen. 

Wie bei der Ellipee schließt sich hieran nieder eine einfache Tan- 
genlenkonstrvMitm; bei der Hyperbel halbiert man den Winkel, der von 
den beiden Brennstrahlen des betreffenden Eurrenpunktes gebildet wird. 

Schneidet man in Fig. 373 auf F' X die Strecke VX-^FX ab 
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und zieht FV, so ist das Dreieck FXV gleichschenklig und FT— 2a. 
Ist ü der Schnittpunkt von FV mit der Tangente in X, so ist U, da 
die TaDgente den Winkel bei X halbiert, die Mitte tob FV und damit 
ist (7 = '/,F' V — a. Betrachtet man ü aU Fußpunkt des Ton F auf 
die Tangente gefäUtea Lotes, so liegt derselbe demnach auf einem Ereiae 




über AA' als Durchmesser. Ist V der FuSpnnkt des tod F' auf die 
Tangent« gefällten Lotes, so gilt ftlr diesen Punkt dasselbe. 

Hieraus ergeben sich, wie bei der Ellipse, ewei wichtige Konstruk- 
tionen der langeatm von einem Punkte P aus an die Hyperbd. Erstens 
ist der Punkt V bestimmt als Schnitt eine» Kreises um P mit PF 




"f^. 



und eines Kreises um F' mit äa (Fig, 374). Zweitens ist P bestimmt 
als Schnittpunkt eines Halbkreises über PF und eines solchen Aber 
der reellen Achse als Durchmesser (Fig. 375). 

Auch eine Tangente paraUd einer gegebenen Geraden ist wiederum 
leicht zu zeichnen (Fig. 376). Man fälle von den beiden Brennpunkt«n 
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Lote auf die gegebene Richtung und bringe die beiden Lote zum Schnitt 
mit dem Kreise Qber der reellen Achse ale Dorchmeseer. Die Verbin- 
dungslinie der beiden Schnittpunkte ist die gesuchte Tangente. 

Endlich ergibt eich ans dem Satze, da& die Fnßpunkte der anf eine 
Tangente von den Brennpunkten gefällten Lote anf dem Kreise über 
der reellen Achse liegen, eine Hyperbelkonstruktion, bei der die Kurve 
durch UmhDUung ihrer Tangenten erzeugt wird (Fig. 377). Betoegt sich 
nämli(A ein rechter Winkd so, daß sein Scheitel auf einem festen 
Kreise gleUet, während ein Schenkd durch einen feste» Punkt außerhalb 
des Kreises — bei der Ellipse lag derselbe innerhalb — geht, so umhüUt 
der andere Schenkd des rechten Winkds eine Eyperbd. Auch der Berüh- 
rungspunkt läßt sich in jeder Lage des rechten Winkels wieder leicht 
hinzufQgeo. Man hat nur FU um sich selbst bis V zu Terlängem und 
F' mit V zu verbinden, so ist der Schnittpunkt der Verlängerung ron 
F' V mit dem freien Schenkel des rechten Winkels der auf diesem lie- 
gende Berfihrungsponkt X 

Kommt bei der Bewegung des rechten Winkels FU in die Lage 
der Kreistangente (Fig. 378), so fällt X ins Unendliche, ü wird also 




Asymptote. Hierana ergibt sich eine Konstriktion der Asymptoten einer 
Hyperhd, wenn ihre reelle Achse und ihre Brennpunkte gegeben sind; um- 
gekehrt aber auch lassen sich hiemach die Brennpunkte einer Hyperbel 
leicht ermitteln, wenn ihre reeUe Achse und ihre Asymptoten gegeben sind. 
Bezeichnet mau das Stück der Scheiteltangente zwischen den Asym- 
ptoten mit ^6, so ist in dem rechtwinkligen Dreieck O^ü OB,* = a* + b' 
(Fig. 379). Wegen der Kongruenz der Dreiecke OAB und OUF ist 
aber OE = f, so daß man die Beziehung hat /^ — a* + 6'; — bei der 
Ellipse war f* = a* — b* — . Infolge dieser Analogie bezeichnet man 
auch das Stück der Scbeiteltangente zwischen den Asymptoten als ima- 
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ginäre oder Nebenachse der HyperbeL Durch je zwei der Größeii a, h 
und f ist stets die dritte bestimmt und aus einem rechtwinkligen Drei- 
eck zu ermitteln; durch zwei derselben ist also eine Hyperbel eindeutig 
bestimmt, und aUe Byperbeln, bei denen dcis Verhältnis der beiden Se- 
stimmungsstüdce, im besonderen die Exgentrieität t oder der Aaympti>te*t - 
Winkel, derselbe ist, sind einander ähnlich. Bei der Hyperbel kann c alle 
Werte von 1 bis oo annehmeii, für i — 1 wird der Äsymptoteowin tel 
gleich 0, und die Hyperbel degeneriert in eine doppelt zu rechnende g^- 
o o rade Linie und zwar sind, wenn die- 

selbe als Hyperbel aufgefaßt werden 
pjg ggg soll, ihre beiden äußeren Stücke als 

Kurve, wenn sie als Ellipse auf- 
gefaßt werden soll, das innere Stück derselben als solche aufzofaasan 
(Fig. 380). Wird e = oo, so kann das entweder dadurch geschehen, da.B 
f = oo wird, es wird dann der Asymptoten winkel gleich 180*, und die 
Hyperbel artet in zwei parallele Geraden aus (Fig. 381), oder es wird 






e dadurch gleich oo, daß a = wird; die Hyperbel fällt dann mit 
ihren Asymptoten zusammen, d. b. sie degeneriert zu zwei sich schnei- 
denden Geraden (Fig. 382). Erwähnt sei noch die Hyperbel, bei der 
t = V'2 ist, bei der abo b = a wird. Der Asymptotenwinkel ist hier 
gleich 90''; eine solche Hyperbel heißt gleichseitig und bietet in gewissem 
Sinne unter dem Hjperbeltypus ein Analogen zum Kreise unter dem 
Ellipsen typus. 
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107. AsymptoteDei^DSchafton der Hyperbel. Schneidet man zwei 
Tangenten eines Kegelaclinittes durch eine dritte, bo wird daa StQck der 
letzteren, das zTrischeu den beiden ersten Hegt, durcb den Berühnmgs- 
punkt nnd den Schnittpunkt der Berllhrungssehne harmonisch geteilt 




(Fig. 383); ea erhellt daa sofort, wenn man den Schnittpunkt der 
beiden ersten Tangenten nnd den Schnittpunkt der dritten mit der Be- 
rührungssehne ins unendliche fallen läßt (fig. 384). 

Wendet man diese harmonische Beziehung aof die beiden Asym- 
ptoten und eine dritte Tangente an, so ergibt sich, daß das ewisdten 




die Asymptoten fallende Stück einer Tangente in t%rem Berührungs- 
punkte halbiert wird. Zieht man zu einer solchen dritten Tangente eine 
parallele Sekante und durch den Berührungspunkt der Tangente den 
konjugierten Durchmesser und berücksichtigt, daß dieser das zwischen 
den Asymptoten liegende Stück der Sekante und ebenso die auf der 
Sekante liegende Sehne halbiert, so ergibt sich weiter, daß die beiden 
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Mwischen Kurve und Asymptoten faltenden Stücke einer hdiAigen SeJtante 
gleich groß sind (Fig. 385). 

Hieran schließt sich eine ein&che Konstruktion von St/p»1>äpunkten, 
wenn von der Kurve die reelle Achse und die Asymptoten, oder die Asym- 





ptoten und ein Punl^, gegeben sind. Man hat nnr durch den Scheitel- 
punkt der Hyperbel, beziehongsweise durch den gegebenen Punkt, eine 
Sßhnr von Sekant«n zu ziehen und auf jeder derselbeD die Entfernung 
des gegebenen EurvenpunkteB von einer ABjmptote auf dem anderen 
Ende der Sekante abzutragen (Fig. 386). 
Werden zwei Tangenten eines Kegel- 
echnittea von zwei anderen Tangenten ge- 
schnitten, so schneiden sich die Verbin- 
dungslinien der Tier Schnittpunkte auf 
der Beiührungssehne der zwei ersten Tan- 
gentenj es erhellt das sofort, wenn man 
die Figur 387 so projiziert, daß der Schnitt- 
punkt der beiden ersten Tangenten Q und 
der Schnittpunkt der beiden Verbindougs- ' 
Linien F ins Unendliche fällt (Fig. 388). ' 
Wendet man diese Beziehung auf die 
Asymptoten und zwei andere Tangenten 

an, welche die Asymptoten in den Punkten A und B,^bzw. C und D 
schneiden, so ergibt sich, daß AD parallel CB, und hieraus, daß 
OÄOB^OÜOD ist (Fig. 389). Das heißt aber, die Dreiecke OAB 
und OCT) sind inhaltsgleich. Diesen Satz kann man auch so aus- 
sprechen: Eine Linie, die sich so bewegt, daß sie aus einem festen Winkd 
Dreiecke von konstantem Inkalt ausschneidet, umhiUU eine Hyperbel. 
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108. Brennpanktseigenscfaafteii der Parabel. la der Teclmik ist 
die Parabel fQr Baukonstruktionen von emineater Wichtigkeit. Sie ist 
in jeder Beziehung der Übergangstypua ewischen Ellipse und Hyperbd. 
Diese Zwiscbenstellung der Parabel spiegelt sich denn auch in fast allen 
ihren EigenschafteD. 

Fällt der Mittelpunkt und ein Scheitel einer Ellipse ins Unendliche, 
Bo fällt aach ein Brennpunkt ins ünendlicke. Daraus ergibt sich, daB 
die Parabel nur einen einsigen, im Endlinien liegenden Brennpunkt be- 
sitzt. Es kann also ein Anal(^on zu dem Satze tou der konstanten 





Summe, bzw. Differenz der Brennstrahlen nicht geben. Dagegen existiert 
eine ganze Reihe anderer Analogien. 

Da die Parabel nur einen eadlichea Brennpunkt besitzt, so hat sie 
auch nur eine einzige Direktrix, und da fQr die Parabel £ = 1 ist, so 
ist die Parabel der geomdrische Ort aäer Punkte, deren Entfernungen von 
einem festen Funkte — dem Brennpunkt — und einer festen Geraden — 
der Direktrix — gleich groß sind (Fig. 390). Daraus ergibt sich, daß 
der Scheitel der Farabd den Abstand des Brennpunktes von der Direktrix 
halbiert, daß eine Parabel eindeutig bestimmt ist, wenn dieser Abstand ge- 
gd>en ist, daß also die Gestalt einer Parabel nur von einer Größe ab- 
hängig ist, und daß somit alle Parabeln ähnlich sind. 

Man nennt den doppelten Abstand des Brennpunktes von der Di- 
rektrix den Paramder der Parabel; er ist gleich der doppdten Brenn- 
punktsordinate (Fig. 390). 

Daraus, daß die Parabel als Ellipse, bzw. als Hyperbel aufgefaßt 
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werden kann, ergibt Bich sofort, daB die Tangente und die Normale in 
einem Parabdpunkte den Winkel, den der durch diesen Punkt gehende 
Durchmesser mit dem eugehorigen Brennstrahl bildet, halbiert (Fig. 391). 
Auf diesem Satze beruhen die optischen und akustischen Eigen- 
schaften der Parabel bzw. eines Rotationsparaboloids, d. h. einer Fläche, 
die durch Rotation einer Parabel um ihre Achse entstanden ist. Es 
werden nämtich alle Licht- und ebenso alle Schallstrahlen, die von dem 
Brennpunkte au^eben, an der Parabel so reflektiert, daß sie parallel der 
Farabelachse, d. h. unter sich parallel verlaufen. Hierauf beruht die 
Wirkung von parabolisch gekrümmten Hohlspiegeln — Reflektoren — und 
von paraboloidischen Schallwänden, wie sie zum AbschluB von Konzert- 
ballen benatzt werden. 

Daraus, daß Tangente und Normale den Winkel zwischen Brenn- 
strahl und Durchmesser halbieren, folgt weiter, dsB TFX und NFX 
gleichschenklige Dreiecke sind, daß also X, T und N auf einem Kreise 
um F liegen. Hieraus ergibt sich eine einfache Konstrukiion für die 
Tangente und Normale in einem Parahdpunkte. 

Eine andere Tangentenkonstruktion geht ans der folgenden Über- 
legung hervor. Es ist T der Pol von Xx^ 
daher sind T, Ä, x, oo vier harmonische 
Punkte, woraus folgt, daß TA ^ Ax ist, 
d, h., daß die „Subtangmt^' Tx gleich der 
doppelten Abszisse Ax ist 

Ist in Fig. 392 FU senkrecht auf 
der Tangente XT, so halbiert ü diese 
Strecke; es ist also UA parallel Xx, 
d. h. UA ist die Scbeiteltangente der 
Parabel. Daraus ergibt sich sofort einmal, 
daß das Stück einer ParaheUangente zwi- 
schen Berührungspunkt und Achse von der 
Sckeiteltangente halbiert wird, und fer- 
ner, daß die Fußpunkte der von dem 
Brennpunkt auf die Parahdtangenten gefäUten Lote auf der Sckeitel- 
tangente liegen. Aus dem letzten Satz ergibt sich eine einfache Brenn- 
punktukonstruktion, wenn die Parabd gezeichnet vorliegt. Man zeichnet eine 
Tangente und errichtet in ihrem Schnittpunkt mit der Scbeiteltangente 
das Lot auf der ersteren. 

Ferner ergibt sieb aus diesem Satze eine Konstruktion, bei welcher 
die Parabel als Umhüllungskurve erscheint Bewegt sich nämlich ein 
rechter Winkel so, daß einer seiner S(^enkel durch einen festen Punkt 
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galt, wahrend sein SdieilelpunM auf einer Geraden gleitet, so umhüIU der 
andere Sdienkd eine Parabel (Fig. 393). Eine ähnliche UmhüUungskon- 
fitruktion durch den freien Schenkel eines zwangBläußg geführten rechten 
Winkels ergab sich für eine Ellipse und Hyperbel. Bei der Ellipse be- 
wegte eich der Scheitelpunkt auf einem Kreise über der großen Achse 
als Durchmesser, während ein Schenkel durch einen Punkt F innerhalb 




des Kreises hindurchgeht. Bei der Hyperbel gleitet der Scheitelpunkt 
eines rechten Winkels auf dem Kreise über der reellen Achse, während 
ein Schenkel durch einen Punkt F außerhalb desselben hindurchgeht. Bei 
der Parabel tritt an Stelle des Scheitelkreises der Ellipse und Hyperbel 
die Scheiteltangente — ein Kreis mit unendlich großem Radius — für 
den der Brennpunkt sowohl innerhalb als außerhalb liegend betrachtet 
werden kann (Fig. 394). 

Verlängert man in Fig. 395 FU bis zum Schnittpunkt V mit der 
Direktrii, so ist UV^FÜ, also FXVT ein Rhombus. 

In dieser Figur sind auch ewei wichtige Konstruktionen der Tangente 
Don einem Punkte P aus an die Parabel enthalten. Erstens ist der 
Punkt V auf der Direktrix bestimmt durch den Kreis mit PF um P. 
Der Durchmesser durch V bestimmt dann den Berührungspunkt X. 
Zweitens ist der Punkt U auf der Scheiteltangente durch den Kreis Über 
PF als Durchmesser bestimmt. Den Berührungspunkt auf Pü findet 
man wieder mit Hilfe des Punktes V. 

Auch die Konstruktion einer Tangente parallel Mtt einer gegdienen 
Geraden ist aus derselben Figur abzulesen. Man hat nur ff/ senkrecht 
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zu der Geraden zu ziehen und von U aus wieder die Punkte V und X 
zu bestimmen. 

Ist XN die Normale im Punkte X, so eind die Dreiecke XxN 
und UÄF ähnlich w^en der Parallelität der entsprechenden Seiten, und 
Aa Xx = 2 ■ ÜA ist, so ist «Jtf = 2 ■ AF; AF aber ist konstant gleich 




dem Tierten Teile des Parameters. Eb ist also die „Suhnormal&' xN für 
jeden Parabdputikt X konstant gleich dem halben Parameter. 

Hieraus ergibt sich die Konstruktion eingelner Parabdpunkle, tcenn 
der Brennpunkt und der Parameter der Kurve gegd)en sind (Fig. 396). 
Man zieht um F einen Ereis mit beliebigem Radius, der die Achse iu 
T und N trifft, schneidet auf NF von K aus die Strecke Nx gleich 
dem halben Parameter ab und errichtet in x das Lot, das den Kreis in 
X schneidet; dann ist X ein Punkt der Parabel. Eine Schar eolcher 
£reiae ergibt eine Schar von Parabelpunkten. 

109. Konstruktion eines Farabelsegmetites ans Sehne nnd 
Pfeilböhe. In der Technik tritt sehr häufig die Aufgabe auf, ein Po- 
r{ü)elsegment im konslrui^en, wenn dessen Sehne und Pfeilhöhe gegdten sind. 
Es seien daher die folgenden drei wichtigen Konstruktionen mitgeteilt. 

Erste Konstrukti^m. Der Satz, daß die Subtangente gleich der dop- 
pelten Abszisse ist, hat allgemeinere Gültigkeit. Ist in Fig. 397 QR 
die Beriihrungssehne der beiden durch P gehenden Tangenten, so maß 
P auf dem zu QR konjugierten Durchmesser PM liegen, der die Parabel 
in S schneiden m5ge. Da femer QR die Polare von P ist, so müssen 
P, S, M, oo vier harmonische Punkte, also PS = SM sein. Zieht man 
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noch in 8 die Tangente UT parallel zu QR, so folgt, daß UT in S 
halbiert wird, nnd daß ebenso PR und PQ in U, bzw. T halbiert 
werden. 

Hieraas ergibt sieb folgende Eonstraktion. Man verbinde den End- 
punkt der doppelten Pfeilhöhe mit den Endpunkten der Sehne, so sind 
diese Linien diq Parabeltangenten in den End- 
punkten der Sehne. Verbindet man ihre 
Uitten, so erhält man dadnrch die Scheitel- 





tangente (Fig. 398), Verbindet man nunmehr den Endpunkt der Pfeil- 
höhe mit den Endpunkten der Sehne und führt die oben angegebene 
Konstruktion für jedes der durch diese Linien, die Scheiteltangente nnd 
die Tangenten in den Endpunkten der Sehne begrenzten Dreiecke noch 
einmal durch, so ergeben sich zwei weitere Tangenten mit ihren Berüh- 
rungspunkten. Durch Abschnürung weiterer Dreiecke und wiederholter 
Anwendung derselben Konstruktion ei^eben sich beliebig viele Tangenten 
mit ihren Berührungspunkten. i 

Diese Konstruktion zeigt auch, daß die Parabd identisdi mit der 
Wurfkurve ist; man hat dazu die Wurfbewegnng nur zu zerlegen in 
eine gleichförmige Bewegung infolge der erteilten Anfangsgeschwindig- 
keit in deren Kichtung und in eine gleichmäßig beschleunigte Bew^ung 
in vertikaler Richtung abwärts infolge der Erdanziehung. 

Dieselbe Konstruktion gilt selbatverständlich aucJi für ein schiefes 
Parabelsegment und kommt dann zur Anwendung, wenn von demselben 
die Sehnen und die Tangenten in ihren Endptmkten gegeben sind. 

Auch der Inhalt eines Segmentes ist nach dieser Konstruktion nicht 
schwer zu ermitteln. Ist nämlich A der Inhalt des Dreieckes, das die 
Sehne als Grundlinie und die doppelte Pfeilhöhe als Höhe hat, so ist 
der Inhalt des Parabelsegmentes: 
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Es Bei noch ernähnt, daß der Schwerpunkt lies Parabelsegmenies auf 
seinem Durchmesser SM liegt and diesen im Verhältnis 2 : 3 so teilt, 
' daß der größere Abschnitt des Durchmessers am Scheitel 
liegt (Fig. 399). 

Zweite Konstruktion. In Par^p-aqh 97 wurde gezeigt, 
daß die Verbindungslinien entsprechender Punkte zweier 
projektiver Pnnktreihen durch UmhQllang einen Eegel- 
Bchnitt erzeugen. Sind die leiden Punktreihen ähnlich, so 
entsprechen sich in ihnen die unendlich fernen Punkte^ 
roxi es ist daher ihre unendlich entfernte Verbindungs- 
linie eine Tangente der Kurve, diese also eine P(t- 
rdbd. 
Hiemach gestaltet sich die Eonstruktion des Parahelsegmentes aus 
Sehne und Tangenten in ihren Endpunkten folgendermaßen: Man be- 
stimme auf den beiden Tangenten in den Endpunkten der Sehne zwei 
ähnliche Ponktreiheu etwa dadurch, daß man die beiden Tangenten in 





gleich viele Teile teilt und entsprechende Punkte mit einander verbindet 
(Fig. 400). Um sich bei der Verbindung entsprechender Punkte nicht 
zu irren, beachte man, daß jede der beiden genannten Tangenten bereits 
als Verbindungslinie zweier entsprechender Punkte aufzufassen ist. Jet 
das Segment durch Sehne und Pfeilhöhe gegeben, so bestimmt die dop- 
pelte Pfeilhobe den Schnittpunkt der beiden Tangenten (Fig. 401). In 
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diesem Falle Bind auch unter BerOckeichtigung des bei der ersten Eod- 
struktion benutzten Satzes die Bfflrflhrungspnnkte auf den einzelneD Tan- 
geaten leicht liinzuzufügen. 

Drüte Kontraktion: Nach Paragraph 96 erzeugen zwei projektive Strah- 
lenbfischel durch die Scbnittponkte zweier entsprechender Strahlen einen 
Kegelschnitt. Wird eines der StrdhBfüschd «tn Faralläärahlenhüschd, 
dessen Zentrum also im Unend- 
lichen li^, so gibt es nur ein 
Strahlenpaar, das sich im ün> 
endlichen schneidet. Die Kurve 
besitzt also im Unendlichen nur 
einen Punkt, ist also eine Po- 
rabd. 

Hierauf stOtzt sich die fol- 
gende Konstruktion: Man er- 
richte in einem Endpunkte der 
Sehne die vierfache Pfeilhöhe ^ 
und teile dieselbe in eine be- 
stimmte Anzahl von AbBchnittea. 
Die einzelnen Teilpunkte ver- 
binde man mit dem anderen 
Endpunkte der Sehne; dann ist 
dadurch dasjenige Strahlbflschel bestimmt, dessen Zentrum im End- 
lichen liegt. Sodann teile man die Sehne in dieselbe Anzahl von Teilen 
wie vorbin die vierfache Ffeilhöhe und errichte in den einzelneu Teil- 
punkten Lote auf der Sehne. Diese bilden das Paralleletrahlenbflschel. 
Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen beider Büschel ergeben die 
Parabel {Fig. 402). 




Fig. 401. 



XII. Kapitel 

ßaümkorven. 

110. Begriff der BamnliarTe, Tangente, Schml^nngsebene, 
Kormalebene nnd Haaptnornutlen, Bewegt sich ein Punkt gesetzmäßig 
80 im Räume, daß im al^emeinen keine vier aufeinander folgenden Lagen 
sich in einer Ebene befinden, so beschreibt der Punkt eine Baumkurve. 

Die YerbinduugBllnie zweier Kunreopunkte beißt Sekante; dreht man 
dieselbe so um einen der Schnittpunkte, daß der andere dem Drehpunkte 
auf der Kurve näher und näher rückt, so erreicht die Sekante dann 

Hniiok: DinleUeode Osomstrie. I. 18 
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eine Grenzlage, ve&n dieser Punkt mit dem Drehpunkt zusammenfällt 
In dieser Grenzlage heißt sie Tangente. Die Definition der Tangente int 
also genau dieselbe wie bei ebenen Kurven. Da sie aucb bei Baum- 
kurven als Verbindungslinie zweier unendlicli benachbarter Punkte auf- 
gefaßt werden kann, so gibt sie auch hier in jedem Punkte die Be- 
weffwngsrüAtung des die Kurve beschreibenden Punktes an. 

Jede Ebene, die durch eine Tangente geht, ist eine TangentiaiAene 
in dem Berührungspunkte der Tangente. Es gibt also in jedem 
Punkte unendlich viele Tangentialebenen, die im allgemeinen die Kurve 
in einem weiteren Punkte schneiden (Fig. 403). Dreht man eine solche 
Tangentialebene um ihre Tangente so, daß dieser 
Schnittpunkt auf der Kurve dem Berfihrungspunkte 
näher und päher rUckt, so wird sie schließlich eine 
Grenzlage erreichen. 



bei welcher der 
Schnittpunkt mit dem 
Berührungspunkte zu- 
sammenfällt (Fig. 
404). Die Kurve hat 
mit dieser Tangential- 
"'« *°* ^«*'^ ebene dann drei un- 

endlich nahe Punkte gemein und heißt in dieser Orenzlage Schmiegungs- 
ehene oder Oskulationsebeae. Dreht man die Tangentialebene noch 
weiter, so tritt der Schnittpunkt mit der Kurve auf der anderen Seite 
des Berührungspunktes auf; daraus geht hervor, daß die Kurve von 
der Schmiegungsebene im Beröhrungspunkte geschnitten wird, daß also 
die Kurve im Berührungspunkte von einer Seite der Schmiegungsebene 
auf die andere übertritt. 

Die Bedeutung der Schmiegungsebene wird noch anschaulicher, 
wenn man die Kurve, ähnlich wie es bei den ebenen Kurven geschah, 
als einen polygonalen Zug von nnendlich kleinen Elementen aufaßt, von 
denen aber bei einer Raumkurve im Gegensatz zu einer ebenen Kurve keine 
drei aufeinander folgenden in einer Ebene liegen. Die Tangente erscheint 
dann als Verlängerung eines Elementes, eine Tangentialebene als eine 
Ebene, die durch ein Element hindurchgeht, und die Schmiegungsebene 
als die Ebene, die durch zwei aufeinander folgende Elemente bestimmt ist 
(Fig. 405). Die Schmi^ungsebene eines Punktes ist also diejenige Ebene, 
die durch die beiden Elemente hindurchgeht, die in dem betrachteten 
Punkte zusammenstoßen. Sie spielt bei den Raumkurven eine ebenso 
wichtige RoUe wie die Tangente bei den ebenen Kurven. 
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Nacli dem Gesagten kaon auch die Scbiniegnngsebeiie aufgefaßt 
werden als diejenige Ebene, die durch zwei anfeinander folgende un- 
endlich nahe Tangenten bcBtimmt ist. Diese Auffassung ist für die 




Konstruktion der Schmiegungsebene von Wichtigkeit. Denkt man sich 
nämlich die einzelnen Eurveuelemente verlängert, so bestimmen die 
Spuren der Tangenten auf der Projektionsebene ein Spurpoljgon. Um 
dann beispielsweise die Spur der Schmiegmigsebene im Punkte 3 zu be- 
atimmen, verlängert man die 
in 5 zusammenstoßenden Ele- 
mente 2 3 nnd 3 4, bestimmt 
die Spuren (7^3 und Un die- 
ser Tangenten und verbin- 




det dieselben; dann ist die Verbindnngslinie die Spiir der SchmiegungB- 
ebene des Punktes 3 (Fig. 405). Sind die Elemente der Kurve unend- 
lich klein, so wird auch aus dem Spnrpoljgon eine Spurkurve, nnd die 
Spuren der einzelnen Schmiegungsebenea werden Tangenten der Spur- 
korve nnd können als solche konstruiert werden (Fig. 406). 
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Alle Linien, die im Berti hniugepuskte einer Tangente senkrecht 
auf dieser eteben, faeißen Normalen. Es gibt in jedem Punkte unend- 
lich viele Normalen; die von ihnen gebildete Ebene heißt die Normcd- 
efiene (Fig. 407). Sie steht also senkrecht auf der Tangente in deren 
Berührungspunkte. Diejenige unter den Normalen, die in der Schmie- 
gongsebene liegt, heißt Hauptnormale. Dieselbe ist also die Schnittlinie 
von Normalebene und SchmiegongBebene (Fig. 408). 

111. Die KrOmmiing der RaamkiirTen. Die Erammung der 
Baumkurren wird in derselben Weise wie bei den ebenen Enrven durch 
den Kontingenemnkd gemessen, d. h. durch den Winkel, der von zwei ^ 
unendlich benachbarten Tangenten gebildet wird; nur liegt bei einer 
Rsumkurre jeder der Kontingenzwinkel in einer anderen Ebene. Wie 
bei den ebenen Kurven kann auch die Krümmung der Raum kurven 
durch den Krümmungskreis gemessen werden, d. h. durch denjenigen 
Kreis, der mit der Karvedie zwei in dem betrachteten Punkte anein- 
ander stoßenden Elemente gemein hat; daraus geht hervor, daß der 
ErQmmungskreis in der Schmiegungeebene li^ und der KrOmmungs- 
mittelpunkt auf der Hanptnormalen (Fig. 408). Ee sei noch besonders 
darauf aufmerksam gemacht, daß im aUgemeinen der Krümmnogskreis 
im betrachteten Punkte von der einen Seite der Kurve auf die andere 
übertritt 

Zu der durch den Kontingenzwinkel gemessenen Krümmung kommt 
bei den Raumkurven noch ein weiterer Begriff hinzu. Wie schon er- 
wähnt, liegen die Flächenstreifen der einzelnen Kontingenzwinkel nicht 
in ein imd derselben Ebene, sondern jeder derselben bildet mit dem fol- 
genden einen unendlich kleinen Winkel, durch dessen Größe die Gestalt 
der Kurve wesentlich mitbedingt ist. Dieser Winkel, den also zwei auf- 
einander folgende Schmiegungsebenen miteinander bilden, heißt Torsions- 
oder WinduT^stffinkd (Fig. 405). 

Man kann demnach eine Baumkurve so erzeugen, daß man von 
einer ebenen Kurve, die in den einzelnen Punkten genau dieselben Kon- 
tingenzwinkel hat wie die Ranmkurve, ausgeht und nachtr^lich die 
einzelneu Flächenstreifen zwischen zwei aufeinander folgenden Tangenten 
um die betreffenden Torsionswinkel umknickt. 

Da beim Übergang von einem Punkte einer Raomkurve zam nächst- 
folgenden gleichzeitig eine RichtnngsänderuDg der Tangente um den Kon- 
tingenzwinkel und eine Windung der Schmiegungsebene um den Tor- 
sionswinkel stattfindet, so heißen die Baumkurven auch Kurv^ do^dter 
Krümmung oder gewundene Kurven. Eine solche Kurve ist dann be- 



,yGooglc 



BaninlciiiTei). 197 

stimmt, weoD die Ändernngsgesetze so wohl für den Kontingeiuwiiibel, 
als auch für den Torsionswinkel festgelegt sind. 

Wie eine Raumknrre aus einer ebenen Kurve durch Drehen der 
einzelnen Schmiegnngsebenen erzeugt weaden kann, so kann anch am- 
gekehrt jede JiaumJcurve dadurch in eine ebene Kurve transformiert werden, 
daß man die änednen FlikJtensb-eifen ewiseken etcei benatJibarten Tan- 
genten in ein und diesdbe Ebene umlegt. 

Bei dieser Transformation äadem sich die Kontingenzwinkel nicht 
(Fig. 405)j zu jeder Raumkurve gibt es daher nur eine einzige ebene 
Kurve, während umgekehrt ans einer ebenen Karre unendlich viele Raum 
knrveu, je nach dem Änderm^^gesetz des Torsionswinkels, herstellbar sind. 

113. Die entwiekelbftre Fläche einer BanmkarTe. Die im 

vorigen Pan^raphen der Anschaulichkeit wegen benutzten FMcbenele- 
mente sind in Wirklichkeit unendlich schmal. Läßt man eine Tangente 
an einer Raumkurve hingleiten, so erzeugt sie eine kminme Fläche, die 
Tangentenfläche. Dieselbe hat die Eigentfimlichkeit, daß das Flächen- 
element zwischen zwei unendlich nahen Lagen der Erzeugenden zugleich 
in der Schmiegungsebene liegt; diese bildet also eine Tangentialebene, 
die die Fläche längs einer ganzen Tangente berührt. Weiter hat die 
Tangentenfläche die ausgezeichnete Eigenschaft, daß sie, ohne sich zu 
dehnen oder zu zerreißen, in eine Ebene aus^reitbar ist. Solche Flächen 
heißen allgemein entwickdbare Flächen; daher bezeichnet man die Tan- 
gentenfläcbe einer Raumknrve auch als die ent- \ 
wickelbare Fläche derselben. Bei der Ausbrei- 
tung oder Entwicklung derselben in eine Ebene 
wird die Raumkurve gleichzeitig in die zugehö- 
rige ebene Kurve transformiert. 

Verlängert man die einzelnen Kurvenelemente 
auch nach der andern Seite, so wird von ihnen 
ein eweUes Mantdstück gebildet, das mit dem 
ersten Mantel längs der Ranmkurve derart zusam- 
menhängt, daß in jedem Punkte die Schmie- 
gungsebene sich berührend zwischen beide Mäntel 
durdilegt (Fig. 409). Die beiden Mäntel berühren 
sich also längs der Raumknrve gleichfalls und 
hängen ähnlich wie die zwei Kurvenäste in 

einem Kückkehrpunkte zusammen. Jede Schnittebene schneidet daher 
die Fläche auch in einer Kurve, die in dem Schnittpunkt mit der Raum- 
kurve einen Riickkehrpunkt besitzt. 
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umgekehrt bezeichoet man daher such die Raumkurve als die Rfick- 
Icäirkurve der entwickelbaren Fläche. 

Wir waren bei der Betxachtung der Baumkurvea von der gesetz- 
mäfiigen Bewegung eines Punktes ausgegangen. Zwei unendlich nahe 
Lagen des Punktes beetimmten dabei die Tangente, durch die wiederum 
die Tangentenfläche erzengt wurde, während drei unendlich nahe Lagen 
des Punktee die Sohmiegungsebene bestimmten, durch welche die FUche 
umhüllt wird. Umgekehrt kann man auch die rmproken Setracktungen 
anstellen und von der gesetzmäßigen Bewegung einer Ebene ausgehen, 
die dabei eine Fläche umhfillt. Je zwei unendlich nahe L^en dieser 
Ebene schneiden sich dabei in einer Geraden, die in ihrer Gesamtheit 
die Mantellinien der Fläche bilden; je drei unendlich nahe Li^en der 
Ebene schneiden sich in einem Punkte; alle so entstandenen Punkte bilden 
in ihrer Aufeinanderfolge eine Kurve, für welche die Mantellinien Tan- 
genten sind. Die Raumkurre kann also aufgefaßt werden, sowohl als 
Punktgebilde, als aach als Tangentengebilde, als auch als Ebenengebilde. 

113. Elntellnng der Ranrnkurreii. Nach dem Voi^^ang der ana- 
Ijtisehen Geometrie teilt man die Raumkurven in transzendente und 
aigä>raische j ein, je nachdem sie mit einer Ebene eine imendliche 
oder endlidie Anzahl von Schnittpunkten gemeinsam haben. Die alge- 
braische Kurven teilt man wieder in Ordnungen ein, und zwar heißt eine 
Kurve von der «*" Ordnung, wenn sie von einer Ebene in « Punkten 
geschnitten wird. Die niederste Ordnung ist die dritte. Ist die Baum- 
kurve durch Bewegung einer Ebene erzeugt, so heißt Bie dann von der 
»**° Klasse, wenn von einem Paukte aus n Schmiegungsebenen an sie 
gelegt werden können. Auch die niederste Klasse einer Raumkurre ist 
die dritte. 

111. Singularitäten and Besonderheiten. Im Verlaufe der 
Baumkurven treten, ähnlich wie bei den ebenen Kurven, dadilrch Sin- 
gularitäten auf, daß der erzengende Punkt, die er- 
zeugende Tangente und die erzeugende Schmi^;ung8- 
ebene in ihrer Bewegung stationär werden. Tritt 
dieeee bei der Bewegung eines Punktes ein, so 
entsteht dadurch ein BUekkekrpunkt, tritt es bei 
der Bewegung einer Tangente ein, so wird der 
Flg. iia. I Kontingenzwinkel gleich Null, und die Kurve besitzt 

einen Wendepunkt, tritt es endlich bei der Bewegung der Schmiegunga- 
ebene ein, so wird der Toraionswinkel gleich Null, die Kurve steht dann 
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mit der ScbmiegungBebune in einer vierpunktigen BerOhning, und drei auf- 
ein&ader folgende Kurrenelemente fallen in eine Ebene. In einem sol- 
chen Punkte bleibt die Kurve auf dereelben Seite der Schmiegungaebene. 

Ist für die Kurve eine Symmetralebene vorbanden, bo besitzt die 
Kurve im Scbnittpunkt mit derselben einen Scheit^unkt; in diesem ist 
die Scbmiegungsebene stets stationär. Ein solcher Punkt ist z. B. der 
oberste Punkt der Stuhllehne in Fig. 410. 

Auch mehrfache Punkte können ähnlich wie bei den ebenen Kurven 
vorkommen. 

116. Die Frojefctfon einer Raamknrre. Die Projektion einer 
Baumkurve auf eine Ebene ist eine ä)ene Kurve von dersfShen Ordnung 
■wie die Raumkurve; denn schneidet man die Baumkurve durch eine Ebene 
senkrecht zur Projektionsebene, so entspricht jedem Schnittpunkt der 
Raum kurve ein und nur ein Schnittpunkt ihrer Projektion mit der 
Schnittlinie der beiden Ebenen (Fig. 411). Umgekehrt dai'f man jedoch 
nicht von einer Projektion einer Raumkurve auf diese seibat schließen, 
da in der Projektion ieicht Besonderheiten auftreten können, die die 




Raumkurve selbst in den betreffenden Punkten nicht besitzt, die vielmehr 
nur durch eine besondere symmetrische Stellung der Raumkurve zur 
Projektionsebene auftreten können. Zwar projiziert sich eine Tangente 
der Raumkurve stets wieder als Tangente und ebenso ein Rückkehr- 
punkt als Rückkehrpunkt, ein Wendepunkt als Wendepunkt und ein 
mehrfacher Punkt als mehrfacher Punkt. Umgekehrt ist es aber woW 
möglich, daß ein Wer^depunM oder ein Bückkehrpunkt der ebenen Kurve 
die Prcfjektion eines gang getcöknli^en Raumkurvenpunktes darstellt; nur, 
wenn von der Raumkurve zwei Projektionen — Grund- und Au£i& — 



D,g,l,zedbyG00glc 



200 



IV. Karren. 



gegeben sind, darf man mit Sicherheit von der Gestalt der ebenen Eurre 
anf die Gestalt der BaumkurTe einen Schluß ziehen. 

Die Projektion eines beliebten EurrenpunkteB zeigt dann eine Be- 
sonderheit, wenn die Schmieffungsä)^ie des bäreffenden Punktes senkrecht 
auf der Projektionaä^ene steht. In diesem Falle projizieren sich die beiden 
Enrrenelemente, durch die die Schmiegüngsebene gelegt ist, in eine Ge- 
rade. Hat dabei die Tangente zur Projektionsebene noch eine beliebige 
Lt^, so entsteht ein Wend^unkt; denn in diesem liegen gleichfalls zwei 
Eurrenelemente in einer geraden Linie, und da die Raumkurve in dem 
betrachteten Punkte von einer Seite der Schmiegüngsebene auf die andere 
Qbergebt, so muß auch die Projektion der Eurre Ton einer Seite der 
Tangente zur andern übergehen (Fig. 413). — Sldit (^>er außer der 




Flg. «lt. 



Schmiegungs^ene auch no<^ die Tangente senkre<^ auf der Proj^c^onsäenef 
so tritt die Raumkurve zwar auch auf die andere Seite der Schmie- 
güngsebene; der Verlauf ihrer Projektion ist aber vom Fußpunkte der 
Raumkurventangente an rückwärts gerichtet; die Projektion erhält also 
eine Spitze (Fig. 413). Diese wird dann zum Scknabdpunkte, wenn die 
Raumkurve in dem betreffenden Punkte eine stationäre Schmiegüngs- 
ebene besitzt, weil dann die ßaumkurve anf derselben Seite der Schmie- 
güngsebene bleibt, ihre Projektion also im Berührungspunkte zwar rück- 
läufig wird, aber auf derselben Seite der Tangente bleibt (Fig. 414). 

Es gilt das nicht bloß für orthogonale Parallelprojektionen, sondern 
auch fllr schiefe und ebenso für Zentralprojektionen. Stets, wenn eine 
Tangente gleicheeitig Projektionsstrahl ist, ist die Projektion des Be- 
rührungspunktes ein Bückkehrpunkt. Bei Zentralprojektion kann man sich 
leicht direkt davon überzeugen: Hält man einen als Baumkurve gebogenen 
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Draht so, daß die Tangente eines Punktes durch das Ange geht, so 
scheint die Kurve in diesem Paukte einen Rackkehrpunkt zu besitzen; 
geht nur die Schmiegnngsebene durch das Auge, so erscheint ein Wende- 
punkt. Dieselben VerhältDisse lassen sich auch an dem Schatten einer 
Ranmkuire experimentell nachweisen. 

Im al^emeineti ist die FrqjelUion eines beliebigeti Bogenstückes einer 
Raumkitrve von dreierlei Typus; entweder sie bildet eine SMeife oder, 
wenn die Projektionsebene so weit geneigt wird, daß die Tangente senk- 
recht auf ihr steht, eine Spitze oder endlich, wenn die Projektionsebene 
noch weiter geneigt wird, eine Undulation mit Wendepankten. 

116. Die Bektiflzienmg einer Kaamknrre. Um die wahre Länge 
einer Baumkurve zu bestimmen, ist es notwendig, dieselbe zunächst in 
einer Ebene auszubreiten; das kann theoretisch am einfachsten da- 
durch geschehen, daß man die Tangentenfläche entwickelt. Praktisch 
ist dieses jedoch meist nicht nötig; vielmehr genügt es, wenn man 




ii^udeine möglichst einfache entwickelbare Fläche durch die Kurve 
hindnrchlegt und ausbreitet. Als eiofachste entwickelbare Fläche 
bietet sich von selbst der die Saumkurve projieierende Zylinder dar 
(Fig. 415); wickelt man diesen ab, so wird die Projektion der Raum- 
kuTve zur geraden Linie, deren wahre Länge, mittels angemessen kleiner 
ZirkelöfTnung, aus der Projektion zu entnehmen ist. Tragt man dann in den 
einzelnen Punkten dieser Geraden die wahren Längen der Zjlindermantel- 
lioien — die Höhen der einzelnen Raumkurvenpunkte — senkrecht auf 
der Geraden ab, so erhält man die rektifizierte Baumkurve (Fig. 416). 
Im nächsten Kapitel wollen wir als fQr die Technik wicfatigstes 
Beispiel einer Raumkurve die Schraubenlinie genauer untersuchen. 
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Die Schranbeulinie. 

117. Definition and einfBchgte PrfljektiOD der Scliranbenlfnie. 

Bewegt sich «in Foakt, der in fester Verbindung, etwa dnrch eine 
senkrechte Speiche, mit einer Geraden steht, so um diese als Achse, daß, 
während der Punkt sich gleichmäßig um die Achse dreht, die Speiche 
proportional mit der drehenden Bew^uog eine auf ihr fortschreitende 
Bewegung ausführt, so daß gleichen Drehunga- 
winkeln gleiche Yerschiebungsstrecken entspre- 
chen, so beschreibt der Punkt eine Sckraubetdinie 
(Fig. 417). Die Gerade, um die die Drehung er- 
folgt, heißt Schraubmachse, die Entfernung des 

I 





Punktes ron ihr Halbmesser, die Verschiebung, die einer ToUen Um- 
drehung von 360* entspricht, heißt Ganghöhe der Schraube. Durdi sie 
imd den Halbmesser ist die Schratt bestimmt. 

Den einfachsten Grund- und Aufriß einer Scbranhenlinie erhält 
man, wenn die Achse senkrecht auf der Horizontal^>e»e steht (Fig. 418). 
In dieser drückt sich dann, da die Projektion der Achse als Punkt er- 
scheint, die fortschreitende Bewegung nicht aus, während sich die Speiche, 
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da sie immer parallel der Projektionsebene ist, stets in wahrer Oestalt 
projiziert. Die Sorizontaiprojektion ist somit et» Kreis. Um die Ver- 
tikalprojektion zu bestimmen, sind in den einzelnen Ereispunkten die 
Höhen aufzutragen. Es geschieht das nach der Definition der 
Schraubenlinie dadurch, daß man den Kreis in etwa zwölf gleiche Teile 
teilt und die Teilpunkte auf die Vertikalprojektion des Kreises, die als 
gerade Strecke erscheint, hinauflotet, die Ganghöhe in ebenfalls zwölf 
gleiche Teile teilt und nun der R«ihe nach in den einzelnen Kreis- 
punkten die Höhen so auftrügt, daß einer Drehung von 7« , 70 , - • ■ eine 
Erhebung Ton — ,. 2-- , ,, , entspricht. Anf diese Weise erhält man 
die Vertikalprojektion eines Umgangs der Schraubenlinie. Der zweite 
Umgang und ebenso jeder weitere ist dem ersten kongment. Die Kurve 
kann in unendlich vielen Windungen nach beiden Seiten ins Unendliche 
verlängert werden. Sie ist also eine transzendente Kurve; daraus folgt, daß 
die Vertikalprojektion gleichfalls eine transzendente Kurve ist, deren 
Gleichung sofort hingeschrieben werden kann. £3 ist nämlich: 

a; = r ■ sin 9^ und h:y — 2x:<p oder <p — ',■ -y, 



d. h. die Kurve ist eine Sinusoide. 

Wenn die Schraubenlinie — von außerhalb des Kreises aus be- 
trachtet — von links nach rechts aufsteigt, so heißt dieselbe Unis ge- 
wunden, andernfalls rechts getcunden. Die in der Technik benutzten 
Schrauben sind fast durchweg links gewunden. 

118. Der Schraubenzylinder. Aus der Konstruktion der Schrau- 
benlinie geht hervor, daß die die Kurve auf die Vertikalebene projizie- 
rende Zylinderfläche ein Kreiszylinder ist, dessen Mantellinien auf 
der kreisförmigen Horizontalprojektion der Schraubenlinie senkrecht 
stehen; man nennt diesen Kreiszylinder, auf dem die Schrauben- 
linie liegt, den SchraubeneyUnder. Schneidet man den Mantel des Schrau- 
benzylinders längs einer Mantellinie OL gleich der Ganghöhe anf 
(Fig. 419) und wickelt ihn ab, so wird der Qrundkreis zu einer geraden 
Strecke, und das Mantelatück hat die Gestalt eines Rechtecke mit den 
Seiten 2-ra und h (Fig. 420 [in halbem Maßstäbe von Fig. 419]). 
Für jeden Punkt X der Kurve ist Xx proportional zu Ox, die Schraiih&i- 
linie wird also zur geraden Linie, zur Diagonalen des Rechtecks; daraus 
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folgt weiter, daß die SchranbenUnie eine geodätische Linie auf dem MatUei 
eines senkrechten Kreisjsplinders ist, und daß sie, da aU6 MaDtelUoieii toq 
ihr unter demaelbea Winkel gesclmitten werden, Loxodrome der Zylinder- 
mantdlinien ist. Äucli geht daraus hervor, daß man die Schrauben- 
linie dadurch entstehen lassen kann, daß man eine Ebene mit einer ge- 
raden Linie um den Zylinder wickelt; dabei bat man, wenn man die 





rut. «10. Fig. uo. 

SchranbenÜDie in ihrer unendlichen Ausdehnung erbalten will, entweder 
die Ebene und die Gerade unbegrenzt sich Torzustellen und sie na- 
esdlich oft um den Zylinder herumzuwickeln, oder man hat sich in der 
Ebene unendlich viele parallele Geraden zu denken, deren Entfernung 
voneinander in der Richtung der Mantellinien gleich der Ganghöhe ist 
(Fig. 420). Auf jeder Mantellinie liegen also unendlich viele Punkte 
der Schraubenlinie, die alle voneinander um die Ganghöhe entfernt sind. 

119. Der StetgnngswiDtel der Schraubenlinie. Denkt man sich 
das Dreieck OO'L' nur zum Teil abgewickelt bis zur Mantellinie Xx 
und in der Lage der Tangentialebene in Xx ausgespannt gehalten 
(Fig. 419), so ist das geradlinige Stück 0"X die Verlängerung des letzten 
Kurvenelementes, also Tangente. Da der Winkel XO"x für jeden Punkt 
X derselbe ist, so ist auch der Horizontalneigungswinkel u aller Tan- 
genten konstant; man nennt ihn den Steigungsivinkd der Schraubenlinie. 
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Eine Sdiranbenlmie war dnrdi den Radius r und die Ganghöhe h ein- 
deutig bestimmt; durch das Yerhältnia dieser beiden Größen -^ oder durch 
a ist die Gestalt der SekraubenUnie bestimmt. Alle Schraubenlitiien, für 
welche j- odera gleichen Wert haben, sind einander äAn/icA; fOx «=0° 
degeneriert die Schraubenlinie in einen Kreis, für a = 90" in eine Ge- 
rade. Kreis und Gerade sind also als Grengformen der Schraubenlinie auf- 
zufassen. 

120. Die Tangente der SehranlienUnie. In dem Dreieck XO"x 
ist XO" die Tangente, xO" ihre Horizontalprojektioo, und diese ist gleich 




der wahren Länge des Ereisbogenstückes Ox (Fig. 419). Es kann also 
die Horieotttalspur der Tangente im Punkte X dadurch ermittelt werden, 
daß man auf der Ereistangente in x Ton x aus die wahre Länge des 
KreisbogenstQckes Ox mittels kleiner ZirkelöfEhung bis 0" abträgt, dann 
ist 0" die Horizontalapur der Tangente in X (Fig, 421). 
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Ihe SoriBontalspuren aller Tangenten li^en somit auf der Kreisevol- 
venie. Ist eine größere Anzahl von Tangenten zn zeichnen, so ist es 
zweckmäßig, zunächst die Erolvente zu konstruieren. 

Die Tangenten fQr alle Punkte auf derselben MantelUnie sind par- 
allel. Hat man daher in einem höheren Punkte X' eine Tangente zo 
zeichnen, so ist es zweckmäßig, die Konstruktion fQr den tiefsten auf 
derselben Manteilinie liegenden Punkt X auszuführen und zu der Tan- 
gente durch diesen Punkt eine Parallele durch den hoher gelegenen zu 
ziehen (Fig. 421). 

121. Schmiegnng§ebene der Schnabenlinle. Um die Schmie- 
gimgsehene im Punlie X der SchrauhetUinie et* ermitteln, sei an die all- 
gemeine EoostruktioQ derselben erinnert. Die Schmiegungsebene berührt 
die Tangenten^che, die Spur der ersteren berührt also die Spur der 
letzteren. Bei der Schraubenlinie ist daher die Horimntalspur der Sdimie- 
gungsebene Tangente an die Kreisevolvenle und somit ohne weiteres zn 
zeichnen (Fig. 421). Beachtet man noch, daß die Tangenten der Evolute 
die Normalen der Evolvente sind, so ist es nicht einmal nötig, die Evol- 
vente selbst zu zeichnen, — Die Veiiikalspur der Schmiegungsebene im 
Punkte X ist durch die Yertikalspur der Tangente in diesem Punkte 
bestimmt. 

Im Punkte A ist die Tangente parallel zur Vertikalebene (Fig. 431). 
Die Horizontalspur der Schmiegungsebene dieses Punktes und damit 
diese selbst steht somit senkrecht auf der Vertikalebene. Die Kurve 
besitzt also hier einen Wendepunkt Die Tangente in diesem Punkte ist 
Wendetangenie, und da sie parallel mit der Vertikalebene ist, projiziert 
sie sich auf diese in wahrer Länge. Der Winkel, den ihre Vertikal- 
projektion mit der Projektionsach se bildet, ist somit gleich dem Stei- 
gungswinkel a der Schraubenlinie, und ihre MorieontalprojekHon vom 
Berührungspunkte bis eur fforisontalsptir ist gleich der wahren Länge des 
vierten Teiles des Kreisumfangs. 

Fällt man von einem Punkte der Schraubenlinie eine Senkrechte 
auf die Achse derselben, so ist diese auch senkrecht auf der Tangente 
im betrachteten Punkte, also Normale. Im Punkt« A steht sie senk- 
recht auf der Vertikalehene, und da die Schmiegungsebene dieses Punktes 
gleichfalls senkrecht auf der Vertikalebene steht, so ist für diesen Punkt 
ersichtlich, daß die betrachtete Normale in der Schmiegungsebene liegty 
also Hau^normale ist. Diese ist zur Konstruktion der Schmiegungs- 
ebene dann von Wichtigkeit, wenn der Spurpunkt der Tangente in dem 
betrachteten Punkte über das Zeichenblatt hinausfällt. 
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Eodlicli ist in dem Punkt« Ä ersiclitlicli, daß anch die Sdmtiefftmgs- 
eftcne mit der Borigontal^tene den Steigwngswinkd « der Schraubenlinie 
bildet. 



133. Die Tersehledenen Typen einer Projektion der Sehrftaben* 

ünle. Bisher benntzten wir bei der Projektion der Schraubenlinie eine 
beeonders einfache L^e derBelben zur Projektionaebene. Ist eine andere 
Lage verlangt, so ist es doch zweckmäßig, ron 
der bisherigen L^e auszugeben und die ge- 
wünschte Lt^e ans dieser durch Drehen oder 
Transformieren herzostellen. Ist z. B. derjenige 
Typus der Schraabenlinienprojektion verlangt, bei 
welchem Spitzen auftreten, so muß die Tangente 
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dieses Punktes senkrecht auf der Projektionsebene stehen. Dreht man 
also die bisherige Vertikalprojektion so weit, daß die Wendetangente senk- 
recht auf der Projektionsachse steht, und das ist dann der Fall, fcenn 
man um einen Winkel von [90 — a]* dreht, so projigiert sich der Wende- 
punkt in die nunmehrige Horieontcdprojektion als Bäekk^punlct (Fig. 422). 
Dreht man weniger, so bilden sich Schleifen, dreht man mehr, so entsiehe» 
ündulaHonen; diese sind zunächst hinten spitzer als vorne; ist die Schrau- 
benachse parallel zur Horizontalebeiie, so sind sie hinten und vorne 
gleich, dreht man noch weiter, so werden die hinteren stumpfer; der 
Kreis ist ak spezieller Fall von Schleifen aufzufassen (Fig. 423). 
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Dieselben Typen lassen sicli auch darch Transformation faerstellen. 
Steht die neue Projektionsachse senkrecht auf der Wendetangente, so 
erhält man Rückkehrpunkte, andernfalls Schleifen oder Undniationen 
(Fig. 424). 

Übrigens ist es nicht schwer, die Projektion der SchratibetUinie in 
scM^er SteUung auch direkt herzustellen. Ist der Neigungswinkel der 
Achse gegen die Projektionsebene ge- 
geben, so ist der Keigungswinkel des 
ärondkreises gleich dem Komplement 
dieses Winkele. Der Oruudkreis pro- 
jiziert sich dann als Ellipse, und wenn 
man diese unter Benutzung des Kreises 
konstruiert, so ei^eben sich auf der 
Ellipse Ton selbst Punkte, die die 
Projektionen von Kreispunkten in 
gleichen Abständen sind. Die Projek- 
tion der Achse steht senkrecht auf 
der großen Achse der £llipse. Teilt 
man das StGck der Schraubenachse, 
welches die Projektion der Ganghöhe 
ist, in ebenso viele gleiche Teile, wie 
auf der Ellipse markiert sind, und 
zieht TOD den aufeinander folgenden 
Teilpunkten aus Parallelen zu den aufeinander folgenden Ellipsenradien und 
macht die Parallelen ebenso lang wie die entsprechenden Radien, so be- 
stimmen ihre Endpunkte die Projektion der Schraubenlinie in schiefer 
Stellung (Fig. 425). 

Nach demselben Verfahren wird auch eine axonometrische Zeichnung 
der Sdtraubenlinie hergestellt^ auch wenn es sich dabei nicht um ortho- 
gonale, sondern um sehiefe Parallelprojektion handelt. Soll z. B. eine 
Kavaiierperspektive der Schraubenlinie gezeichnet werden, so bat man 
wieder auf der Ellipse, die die Projektion des Grundkreises darstellt, 
Punkte so zu bestimmen, daß sie Projektionen von Kreispnnkten in gleichen 
Abständen repräsentieren, und durch diese Punkte die Ellipseniadiea zu 
legen (Fig. 417). Auf der Achse teilt man wieder das Stück, das die 
Projektion der ersten Ganghöhe ist, in ebenso viel gleiche Teile als 
Ellipsenradien gezeichnet wurden. Zieht man dann von den aufeinander 
folgenden Teilpunkten der Achse Strecken, die parallel und gleich den 
aufeinander folgenden Radien sind, so bestimmen die Endpunkte der- 
selben die Kavalierperspektive einer Schraubenlinie. 
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Die angeg(^)ene KonsimHion erinnert an die KonsirakHon der Zykloide. 
Diese Karre wurde ebenso kooetruiert, nur wnrde statt der Ellipse 
ein Kreis benutzt. Parallel- 
projiziert maa aber eine Zy- 
kloide, so wird atiB dem 
Kreis wieder eine Ellipse; die 
Scbraubenlinienprojektion iet 
also identisch mit der Zy- 
kloideDprojektion, oder die 
Sehraubenlinienprojektion ist 
mit der Zykloide a^n. Aus 
diesem Qrunde siod auch die 
drei Typen der beiden Kur- 
ven dieselben. Es ist nicht 
aufl'ällig, daß ein Zusammen- 
hang zwischen Schraubenlinie 
und Zykloide besteht, denn das 
Bewegnngagesetz, durch wel- 
ches die beiden Kurren er- 
zeugt werden, ist dasselbe, 

beidemal führt nämlich ein Punkt gleichzeitig eine drehende und fort- 
schreitende Bewegung aus, nur liegt bei der Zykloide die Achse in der 
Ebene des Kreises. 

In einem besonderen Fall ist die Projektion der Schraubenlinie nicht 
nur afßu, sondern identisch mit der Zykloide, nämlich dann, wenn die 
Schraubenlinie schief paraUelprojiziert wird auf die Ebene ihres Grund- 
kreises, was z. B. dann der Fall ist, wenn die Sonne einen Schlagschatten der 
Schraubenlinie auf die Ebene ihres Grundkreises wirft. Ist bei dieser 
Projektion der Horizontalneigungswinkel der Projektions strahlen gleich 
dem Steigungswinkel der Schraube, so existiert eine Schraubenlinien- 
tangente, die parallel den Frojektionsstrahlen ist. Ihr Berührungspunkt 
projiziert sich dann als R Uckkehrpunkt, und man erhält die gemeine 
Zykloide. Sind die Projektionsstrahlen steiler, so projiziert sich die 
Schraube als verkürzte, sind sie weniger steil, als verlängerte Zykloide. 

133. Die Krümmnng der Sehraubenlinie. Wählt man auf dem 
Schraubenzyliuder ein beliebiges krummflächiges Dreieck ABC, das von 
einer Mantellinie, dem Stück eines Parallelkreises und einem Stück der 
Schraubenlinie begrenzt wird, so kann man dasselbe mit einem ent- 
sprechenden Stück an einer anderen Stelle des Zylinders zur Deckung 

UkDik: DuiMUende OKmetrl«. I. H 
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bringen (Fig. 419); denn der Grundkreis AB kann mit einem be- 
liebigen ParaUelkreis so zur Deckung gebracht werden, daß A nach A! 
und B nach B' fällt; dann decken sich auch die seukrechtea Hantel- 
linien, und die entsprechenden Ordinaten sind, weil sie proportioniert den 
zugehörigen Kreisbogen sind, gleich Iting; das KurrenstQck AC muß also 
auch das Kurvenstück A'C decken. Hieraus folgt die Eigenschaft der 
Schraubenlinie, die ihre eminente Bedentang für die Technik bedingt, 
daß sie in sieh sdbst verschohen werden kann. Dieselbe Eigenschaft be- 
sitzen sonst nur noch die Qerade und der Kreis; da diese aber als De- 
generation der Schraubenlinie aufgefaßt werden können, so kann man 
sagen, daß der Schraubenlinie allein die genannte Eigenschaft zukommt 
Denkt man sich die Schraubenlinie wieder aus einzelnen Elementen 
bestehend, so lassen sich drei aufeinander folgende Elemente auf Grund dieser 
Eigenschaft mit irgend drei anderen aufeinander folgenden Elementen zur 
Deckung bringen. Hieraus folgt, daß alle Kontingenmcinhel und ebenso 
aUe Torsi&nswinkel je unler si^h gleich sind. ÄUe Punkte der Schraube 
sind also gleich geartet und besitzen gleiche Krümmnngs- und gleiche 
Torsionsrerbältnisse. Die Schraubenlinie kann somit auch als Raum- 
Imrve definiert werden, die Qberall konstante Krümmung und überall 
konstante Torsion besitzt, sie ist also im Räume das Analogen zum 
Kreise in der Ebene, und man kann sieh die Schraubenlinie auch so ent- 
standen denken, daß man' vom Kreise ausgeht, und die von den eineeinen 
KonOngemteinkdn gebiideten Flächenstreifen um einen konstanten Torsions- 
tomhei dreht. 

124. Trangfonnatloii der Schranbenlinie In eine ebene Knire 
durch Abwicklung ihrer TangentenflSche. Aus dem Schlußsätze dw 
Torigen Far^p^phen folgt, daß die Transformation der Schraubenlinie in 
eine ^ene Kurve durch Abuiiclceln der Tangentenfläche ein Kreis ist. Da 
bei der Transformation einer Baam kurve die Kontingenzwinkel nicht 
verloren gehen, so muß der Radius des Kreises derselbe sein, wie der 
konstante Krümmungsradius der Schraub enlinia Zur Bestimmung des- 
selben eignet sieb der Punkt A besonders, weil in ihm die Schmiegungs- 
ebene senkrecht auf der Vertikalebene steht (Fig. 426; Tgl. auch Fig. 421). 
Diese Schmiegungsebene schneidet den Schraubenzylinder in einer Ellipse, 
deren große Achse (deich dem Stück der Wendetangente ist, das zwischen 
den Umrißmantellinien liegt, und deren kleine Achse gleich dem Durch- 
messer des Orundkreises ist. Da die beiden Elemente der Schrauben- 
linie, die in A aneinander stoßen, in der Schmiegungsebene und gleich- 
zeitig auf dem Zylindermantel liegen, so gehören sie sowohl der Schrau- 
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benlinie als auch der Ellipse an. Der Kontingenzwinkel der Schraube 
and der Ellipse ist somit in diesem Punkt« derselbe. Der Krümmungs- 
halbmesser der Schraubenlinie ist also gleich dem Krümmungshalbmesser 
der Ellipse im Endpunkte der kleinen Achse, also gleich -?-, venu a und 
h die Halbachsen der Ellipse bezeichnen. In unserem Falle ist a gleich 
der halben Wendetangente und b gleich 
dem Radius des Grundtreiaes. Es läßt 
sich somit der gesuchte KrOmmongsradius 
aus einem rechtwinkligen Dreieck be- 
stimmen, dessen Höhe gleich der Kalben 
Wendetangente und dessen einer Hypo- 
tenaeenabschnitt gleich dem Radius des 
Grundkreises ist; die gesuchte Strecke ist 
dann ^eich dem anderen Hypotenusen- 
abschnitt (Fig. 426). 

Um auf dem mit dem ao gefun- 
denen Radius gezeichneten Kreise, der 
die Transformation der Schraubenlinie 
darstellt^ dasjenige Stück zu bestimmen, 
das einem Umgang entspricht, ist zn- 
lüchst ein Schraubenumgang zu rektifi- 
zieren; dieses erübrigt sich jedoch da- 
durch, daß man in der Tangente des 
Punktes A Tom Berührnngs- bis zum 
Spurpunkt bereits den vierten Teil eines 
Schraubenumganges hat. Dieser ist so- 
mit nur noch viermal hintereinander 
auf dem zuletzt gezeichneten Kreise ab- 
zutragen TFig. 426). 

Die Ausführung der Abwicklung der TangentenSäohe führt bereits 
in die Theorie der krummen Flächen und wird daher erst im nächsten 
Kapitel besprochen werden. 
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V. Teil. 

Entwickelbare Flächen. 

XIV. Kapitel. 

Ernmme Flächen im allgemeinen. 

125. Definition and Elnteilnng der femmmen Fläcben. Bewegt 
sicÄ eine Kurve im Baume so, daß ihre Lage und oß attch ihre Gestait 
sidi nach bestimmtem Gesetze ändern, so beschreibt die Kurve eine krumme 
Fläche. Das Gesetz maß dabei matliematiscli ausdrückbar sein und in 
keinem Moment einen Zweifel oder eine Zweideutigkeit Über die nächst- 
folgende Li^e der Karre lassen. Die Kurve beiSt die Erzeugende. Je 
nacb der Natur der Erzeugung teilt man die Flächen in Famüien ein. 
Die wichtigsten Familien sind die folgenden: 

I. Die Jixgelftiü^ien sind Flächen, die durch gesetzmäßige Bewegung 
einer geraden Linie erzeugt werden, und enthalten daher unendlich viele 
geradlinige Mantellinien; sie zerfallen in a) etUwiekelbare Begdflächen, 
bei denen je zwei aufeinander folgende Liefen der Erzeugenden sich 
schneiden, z. B. die Tangentenfläche einer Ranmkurve, und b) windschiefe 
Begdflächen, bei denen zwei aufeinander folgende Lf^n der Erzeugenden 
windschief sind. 

IL Bei den Bückungsfläcken ist die Erzeugende eine ebene Eni-re, 
die sich parallel mit sich selbst und sich kongruent oder ähnlich bleibend 
bewegt. Der W^ nnd die Dimensionen der Erzeugenden werden dabei 
meist durch Leitlinien bestimmt Diese Familie, bei der das Erzeugungs- 
gesetz sehr allgemein ist, umfaßt daher auch eine ganze Reihe von 
Flächen; so gehören vor allem hierher: a) die Botatitms- oder Um- 
drehungsftächen und b) die Flächen zweiter Ordnung. 

III. Die Spiralflächen werden dadurch erzeugt, daß eine Kurve einer 
Bchraubeulinigen Bewegung unterworfen wird.' Die wichtigsten Spirat- 
flächen sind die windschiefen Schraubenflächen, bei denen die Erzeugende 
eine gerade Linie ist. 

Die analjtische Geometrie stellt die Flächen durch Gleichungen dar 
und teilt sie nach deren Natur ein. Diese drückt sich in der An- 
zahl von Schnittpunkten aus, die die Fläche mit einer Geraden besitzt. 
Ist die Anzahl der Schnittpunkte eine endliche, so heißt die Fläche 
„algebraiscJi", ist sie unendlich, transzendent. Die algebraischen Flächen 
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teilt man je nach der Anzahl der Schnittpunkte in Ordnungen ein.; eine 
Fläche heißt von der »"" Ordnung, wenn sie mit einer Geraden n Schnitt- 
punkte gemein hat, tod denen einzelne, gerade so wie bei den Enrren, 
imaginär sein können. 

Die Fläche erster Ordnung ist die Ebene, die Flächen zweiter Ord- 
nung sind besonders wichtig; da sie Ton jeder Geraden nur in zwei 
Punkten geschnitten werden, so kann jede durch eine Ebene aus ihr 
herausgeschnittene Eurve auch nur in zwei Punkten von einer Geraden 
geschnitten werden; eine Fläche zweiter Ordnung wird daher von jeder 
Ebene in einem Kegelschnitt geschnitten. Allgemein gilt, eine Fläche 
«*"■ Ordnung wird von jeder Ebene »» einer Kurve nf^ Ordnung geschnitten; 
umgekehrt darf man aber von der Ordnung einer beliebig heraus- 
geschnittenen Eurre nicht auf die Ordnung der Fläche schließen, da die 
Kurve häufig in eine Kurve niederer Ordnung degeneriert Jede Rotations- 
fläche besitzt z. 6. eine Schar paralleler Ereise, ohne deshalb von der 
zweiten Ordnung sein zu müssen. 

Die analytische Einteilung der Flächen steht in keiner Beziehung 
zur Familieneinteilung, auch kann ein und diesäbe Fläche mehreren Fa- 
milien zugleich angehören. Für die konstruktive Behandlung der Flächen 
ist die Einteilung in Familien zweckmäßiger, da die Darstdlung der Flächen 
in engste Beziehung zu ihrer Erzeugung steht. 

Fallen bei einer Sekante einer Fläche zwei benachbarte Schnitt- 
punkte zusammen, so wird dieselbe zur Tangmte. Diese berührt alle 
Schnittkurren, die ron den durch sie hindurchgehenden Ebenen ans der 
Fläche herausgeschnitten werden. In einem Punkte gibt es unendlich 
viele Tangenten, die alle in einer Ebene lie- 
gen; denn würden dieselben einen Eegel bilden, 
so hätten die Schnittkurven Ecken. Die 
Ebene heißt Tangentialebene des Punktes. Sie 
ist durch die beiden Tangenten zweier belie- 
biger durch den Punkt gehenden Schnittkur- 
ren bestimmt. Die Senkrechte auf der Tan- 
gentialebene im BerOhrtingspunkte heiSt 
Normale. 

Eann man an eine Fläche durch eine 
Gerade n Tangentialebenen legen, so heißt 
die Fläche von der n'" Klasse. Die Flächen 
zweiler Ordnung sind auch von der zweiten *' 

Klasse. Schneidet man nämlich eine Fläche zweiter Ordnung durch eine 
beliebige Ebene, so wird die Fläche in einem Eegelschnitt, und jede Tan- 
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gentialebeoe in einem Punkte desselben, in einer seiner Tangenten ge- 
schnitten (Fig. 427). Da tob einem Punkte der Sclmittebene nnr zwei 
Tangenten an die Schnittkurve gelegt werden kSnnen, so können auch 
nar zwei Tangentialebenen an die Schnittkarre gelegt werden. 

126. Darstellung der krommen FlSeben. WQrde man eine 
krumme Fläche durch ihre Spuren in der Horizontal- und Yertikalebene 
daretelleD, so wUrde das deebatb nicht genfigen, weil die beiden Spuren 
weder ein plastisches noch ein bestimmtes Bild der Fläche geben. Viel- 
mehr ist es notwendig, die Flache dadurch in charakteristischer Weise 
znr Darstellung zu bringen, daß man ein Shdfü derselben zeichnet, das 
ävrch eine Heike von auf der Fläche liegenden KwTien gäiHdet wird. Dabei 
wird man natürlich nicht nnr möglichst einfache Kurven zur Bildung 
des Skelettes auswählen, sondern Tor allem auch solche Kurven, die in 
einer bestimmten Beziehung zu der Xatur der Fläche stehen. Somit 
eignen sich zur Darstellung einer krummen F^he besonders eine An- 
Mahl von Lagen der Erzeugenden. Infolgedessen erfahren aUe Flächen, 
die ein gleiches Ereeugangsgesetg besitzen, auch eine gleicAe Darstdltmga- 
weise und konstrtücHve Behandlung. 

Von besonderer Wichtigkeit bei der Darstellung von Flächen ist 
auch die Einzeichnung des Umrisses derselben. Er entsteht dadurch, 
daß man eine Gerade in der Richtung der Projektionsstrahlen an der 
Eläche als Tangente entlang gleiten l&fit und diese die Fläche berQhren- 
den Projektionsstrahlen zum Schnitt mit der Projektionsebene bringt; 
bei ParäUelprcjektionen bilden diese Projektionsstrahlen die ManteUinien 
eines Zylinders, bei Zentralprojektionen diejenigen eines Kegds. Der Um- 
riß ist zugleich das Bild der Bmührut^skurve, in welcher der Berührungs- 
zylinder, bzw. -Icegel die Fläche berührt, und trennt diejenigen Teüe der 

^ Fläche, die — in der Projektions- 

/ \ / \ richitmg gesehen — sichtbar sind, 

von denjenigen, die unsidtthar sind. 

Liegt auf einer Fläche eine 

\ ^ J \ / Kurve, von der ein Teil auf der 

x.^ / X^^ y^ sichtbaren, ein anderer auf der un- 

Fig. UB. n«. «». sichtbaren Seite der FUlcbe liegt, 

so muß die Projektion der Kurve 
den Umriß berühren. (Vgl. die ricbtige Figur 428 mit der falschen 
Figur 429.) Dieselbe kann sich nur in ganz bestimmten Fällen, wie 
sie in § 115 mitgeteilt sind, mit einer Spitze anf den Umriß aufsetzen. 
Im Berührungspunkte findet auch fQr die Kurve ein Ubei^ng von 
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fliohtbar za unsichtbar statt. — Ist eine Fläche als Skdett einer Reihe 
von auf ihr liegenden Kurven dargestellt, so erscheint somit ihr umriß 
als ümkiUlungskurve der leteteren. 

Als Fundamentalaufg(ä>en bei der konstruktiven Behandlung krummer 
Flächen erscheinen stets die Aufg(^>en: erstens, es soll eine heliäiige Lage 
der Erzeugenden hmstruiert werden, zweitens, es soU die Projektion eines 
Punktes ermittdt, drittens, es soll die Tangentitdebene in einem bestimmten 
Punkte oder die Tangente in bestimmter Bichiung gefunden und viertens, 
es soll der Umriß ermittdt werden. — Bei allen Konstruktionen tritt 
eine wesentliche Erleichterung dsdarch ein, daß die Fläche zur Projek- 
tionsebene eine bentimmte symmetrische L^e besitzt. Ist du nicht der 
Fall, so hilft eine Transformation fast immer über Schwierigkeiten hinweg. 



XV. Kapitel , 

Entwickelbare Flächen. 

127. Entwiekelbare Flächen Im allgemeinen. Eine entwiokelbare 
Kegelääche wird durch die gesetzmäßige Bewegung einer Geraden er- 
zeugt, und zwar muß das Betcegungsgesetz derart sein, daß ewei aufein- 
ander folgende Lagen der Erzeugenden sich schneiden, denn nur dann 
können die einzelnen, zwischen zwei aufeinander folgenden Lf^en der 
Geraden liegenden, unendlich schmalen F^henstreifen der Reihe nach 
io eine Ebene umgel^^ werden. Yon der Betrachtung der Tangenten- 
fläche einer Raumknrre her wissen wir schon, daß die aufeinander fol- 
genden Schnittpunkte der Erzeugenden eine Kurve bilden, welche fQr- 
die entwickelbare Fläche eine Bückkehrhtrve ist, deren Tangenten von den 
einzdnen Lagen der Erzeugenden gMldet werden. 

Jede Tangentialebene berührt eine solche Fläche längs einer Mantel- 
linie, es degeneriert also der den Umriß der Fläche bestimmende Be- 
rührungszylinder, bzw. -k^el zu einer Ebene; der Umriß der Flä^ ist 
somit geradlinig und wird von Mantelliuien gebildet. Selbstverständlich 
handelt es sich dabei um die Fläche in unbegrenzter Anadehnnng; soll 
nur ein b^p-enztes Stück der Fläche dai^estellt werden, so treten außer 
diesen Umrißmanteilinien noch andere Umrißkurven hinzu, deren Gestalt 
von der das Flächenstfick begrenzenden Kurve abhängig ist, mit der 
Fläche selbst aber nichts zu tun hat. 

Eine entwiekelbare Regelfläche kann auch durch gesetzmäßige Bewegung 
einer Ebene erzeugt werden. Dabei ist das einfachste Bewegungsgesetz 
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durch die BediDgiing ansgedrOckt, daß die Ebraie beständig zwei gegebene 
Enrren berührt. Die Verbinduiigsliiiie. der beiden Berühningspankte, 
die durch eine bestimmte Lage der Ebene erzeugt werden, iat dann eine 
Mantellinie der FUcbe. 

Derartig erzeugte Flächen finden in der Technik hänfigVerwendong; 
sie mögen Wannenfläcken heiSen. MeiBt sind die beiden Leitkurven ebene 
Kurven. Ea ist dann nicht schwer fQr jeden Punkt einer der beiden 
Leitkurven die durch ihn gebende ManieUinie su hmskaieren (Fig. 430). 
Man hat zu diesem Zwecke nur die Tangente in dem gegebenen Punkte 
an die Kurr^ auf der er liegt, und ihren Schnittpunkt mit der Ebene 
der anderen Kurve za bestimmen. Legt man dann von diesem Punkte 




eine Tangente an die andere Leitkurve, so bestimmt ihr Berührungs- 
punkt durch seine Verbindungelinie mit dem gegebenen Punkte die ge- 
suchte Hantellinie. 

Auch dadurch wird eine eatwickelbare Regelfläche sehr einfach be' 
stimmt, dafi das Bewegungagesetz der Erzeugenden einer Geraden vor- 
schreibt, an einer gegebenen Kurve entlang zu gleiten und in jeder Lage 
mit der Horizontalebene einen konstanten Winkel a zu bilden. Derart 
erzeugte Fachen werden als Böschimgsflächen häufig benutzt. Zur Kon- 
stniklion d^ durch einen gegebenen Punkt gehenden ManteUini^ ziehe 
man durch diesen Punkt die Tangente an die Leitkurve und bestimme 
ihre Spur (Fig. 431). Alsdann stelle man einen geraden Ereiskegel, 
dessen Basiswinkel gleich a ist, so auf der Horizontalebene auf, daB 
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seine Spitze in dem gegebenen Punkte liegt, nnd zielie von der zuerst 
beatimmten Spur aus eine Tangente an seinen Önindkreie. Der Berüh- 
rungspunkt derselben bestimmt dann dnrch seine Verbindungslinie mit 
dem g^ebenen Punkte die gesuchte Mantellinie. 

Die wichtigsten entwickelbaren Begeläächen sind die entwickelbareu 
Schraubenääcben und vor allem die Zylinder* und Kegelflächen. 

128. Die entwicb«ll)are SchranbenflAche. Zn der entwickelbaren 
Schrsubenfläfibe waren wir bereits in § 120 gelangt und hatten dieselbe 
erkannt als diejenige Fläche, die von der Gesamtheit aller Tangenten 
der Schraubenlinie gebildet wird. Demgemäß wird diese Fläche auch 
dargestellt durch eine Beihe von ManteUinien, von denen die Vmriß- 
matttdlinien besonders wichtig sind (Fig. 432). Die Spur der Fläche in 
der Sorie<mialä>ene ist die Kreisevdvenle, so daß die Flache auch da- 
durch entstanden gedacht werden kann, da& sich eine Ebene so bewegt, 
daß sie gleichzeitig die Schraubenlinie und diese Kreisevolrente berfihrt. 

Am Schiasse des § 124 wurde die AtncicJdung der entwichdbaren 
Sehratd)en(läeke bereits so weit vorbereitet, daß die Schraubenlinie selbst 
durch UmleguDg aller Schmiegungsebenen zu einer ebenen Kurve und 
zwar zu einem Kreise transformiert wurde. Auch die Länge desjenigen 
Kreisbogens, der einem Umgänge der Schraubenlinie entspricht, war be- 
reits ermittelt. Da die Mantellinien der F^che Tangenten der Raum- 
kurve sind, so müssen dieselben bei der Abwicklang wiederum Kreis- 
tangenten an die abgewickelte Schraubenlinie sein. Trägt man auf diesen 
Tom Berührungspunkte aus die wahren Längen der Mantellinien ab, so 
erhält man diejenige Kurve, in die die Horizontalspur der Fläche bei 
der Abwicklung übergeht. 

Nun sind aber diese Mantellinienstücke gleich den rektiözieoten 
Schraubenlinienbogen und diese wiederum gleich den entsprechenden 
Kreisbogenlängen der abgewickelten Schraubenlinie. Daher ist die Ab- 
wicklung der Horizontalspur der Fläche wiederum eine Kreisevolvente und 
zwar diejenige des Kreiabogenstückes, in das sich ein Umgang der 
Schraubenlinie transformiert hat (Fig. 432). 

Bisher wurde nur von dem nach unten gestülpten Mantel der Fläche 
gesprochen. Der andere Mantel, der in der Schraubenlinie mit dem 
ersten, diesen berührend, zusammenhängt, ist demselben kongruent, 
nur aufwärts gestülpt. Seiae Eatwicklungsfigiir ist daher der aus 
dem ersten Mantel erhaltenen kongruent. Es läßt sich also leicht 
ein Modell eines doppdmarUeligen Stückes der cntwichelbaren Schrauben- 
fläche, das einem Umgänge der Schraube entspricht, dadurch herstellen, 
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daß man die zuerst erhaltene AbwickluQgsfigar zweimal aus biegsamem 
Karton ausschneidet, beide Stficke in symmetrischer Stellung, Kreisbogen 
anf Kreisbogen, aufeinander legt und längs des letzteren durch einen 
schmalen Leinwandstreifen zusammenklebt. 

Die Eigenschaften der Tangentenfläche der Schraubenlinie sind be- 
reits besprochen. Alle Tangentialebenen haben gleiche Horizontalneigung, 
die Fläche kann daher auch durch eine Ebene erzeugt werden, die die 
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Schraabenliaie bee&ndig berührt and konstanten Horizontalneigtiogs- 
Winkel besitzt, sie ersckeint dann als Bösckungsfläche. 

Scbneidet man aaf allen Tangenten vom BerOhrungBpunkte aus 
gleiche Strecken ab, so projizieren sich dieselben in die Horizoutalebene 
gleich groß. Da das windschiefe Viereck XxTt sich 
stets kongruent bleibt (Fig. 433), so bilden die End- 
punkte der Tangenten wieder eine Schraubenlinie, die 
sich als konzentrischer Ereis zum Kreise der ur- 
sprünglichen Schraubenlinie projiziert. Die zweite Schrau- 
benlinie kann daher auch als Schnittkorre des sie pro- 
jizierenden Zylinders und der Scbrsu benfläche aufge- 
faßt werden. Daher existieren auf einer aitwickd- 
baren Schraubenftäcke unendlich viele hmaxidle SehraubetUinien mit gemein- 
sckafÜicher Ganghöhe, die von konctxialen Zylindern aus der Fläche her- 
ausgeschnitten werden. 

Denkt man sich nun wieder die Fläche in unendlicher Ausdehnung, 
so hat jeder Mantel unendlich viele Windungen. Der nach abwärts ge- 
stülpte Mantel ist dabei zu vergleichen mit einem spiralförmigen Zelte, 
das unendlich viele Windungen besitzt. Beide Mäntel kommen dann 
miteinander in Kollision, so daß Sdistdurchschnitte der Fläche ent- 
stehen. 

Trägt man auf all«n Tangenten nach beiden Richtungen gleiche 
Strecken ab, die nicht ganz bis an den ersten Selbstdurchschnitt der F^che 
heranreichen, so entsteht eine Fläche, die doppelte Kragenfläche genannt 
werden möge. Um eine solche zu zeichnen, geht man besser anstatt von 
der inneren Schraubenlinie von den beiden Endschranbenlinien aus 
(Fig. 434). 

Der Umriß der Fläche ist wie bei allen entwickelbaren lilächen 
geradlinig and wird von den gemeinschaftlichen Tangenten an die End- 
schraubenlinie gebildet. Der Halbmesser r der inneren Schraabenlinie 
wird aus der Ganghöhe h und dem Steigungswinkel tc dadurch ermittelt, 
daß man ein rechtwinkliges Dreieck konstruiert, in dem ein Winkel 
gleich a und eine Kathete gleich - ist; die andere Kathete ist dann 
gleich dem halben Kreisumfange, in den sich die innere Schranbenlinie pro- 
jiziert, also gleich r ■ yt. Der Kadius r selbst ist also gleich j\ dieser hori- 
zontalen Kathete. Die Abschlußmantellinie wird als Tangente an die 
innere Schraubenlinie bestimmt. 

Soll die Fläche gerade bis zum ersten Sdbstäurchschnitt dargestellt 
werden, so zeichnet man wiederum diesen zweckmäßig zuerst. Derselbe 
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ist gleichfalls eine konaxiale SchraabeDlinie, deren gemeinacbaftliclie 
Tangenten den Umriß der FUcbe bilden. Der Radius der inneren Schran- 
benlinie und die ÄbsehlnBmanteUinie werden wie bei der doppelten Kragen- 
fläche beetimmt (Fig. 435). 

Daß der ersie S^stdurcksc^niä der Fläche und Aenso aüe Übrigen 
SeHtstdurchsehnitte konaxüde Schraubenlinien sind, gdU aus folgendem her- 




vor. Die Gesamtspur der Fläche ist eine TollBtäudige Evolrente mit 
einem Rückkehrpnnkte in ihrem Ursprung; diese hat rerschiedene Selbst- 
durchschnitte, die den zu unterauchenden Schnittkurren angehören. Jede 
horizontale Ebene schneidet die Fläche in einer kongruenten ErolTeote, 
deren Rückkebrpunkt immer auf der Schraubenlinie liegt Die jeweilige 
l^age der Evolvente kann also dadurch erreicht werden, daß die Evol- 
vente der Horizontalebene parallel mit sich selbst verschoben wird und 
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sieb gleichzeitig dabei so dreht, daß der Rflckkehrpunkt auf der Schrau- 
benlinie entlang gleitet. Jeder andere Punkt der Evolvente, also auch 
ihre Selbetdurchaohnitte, von denen dabei die SelbstdurcbBchnitte der 
Fläche erzeugt werden, beschreiben dabei eine kooaxiale Schraubenlinie. 

129. Eegel- und ZyllnderflKchen Im allgemeinen. Bewegt sidi 
eine gerade Linie so, daß sie durdv einen festen Funkt geht, und an einer 
Leitkurve ständig entlang gleitet, so hesdireiht sie eine Kegelfläche; bei 
dieser schneiden sich demnach alle Erzeugenden in einem Punkte, der 
„Spite^ heiSt und der als Degeneration der Riickkekrkurve für die Kegel- 
flache anfzafassen ist. In ihm hängen i i i 
die beiden Märdd der Fläche misam- 
men, die symmetrische Gestalt hesitse» 
und gemeinsam die vollständige Flache 
ausmachen (Fig. 436). 

Fällt die Spitze des Kegels ins 
Unendliche, so beschreibt die Ereeu- 
gende eine Zylinderfläche, sie gleitet 
dabei, sich selbst parallel bleibend, an 
einer Leitkvrve entlang (Fig. 437). 

Die Worte „Zylinder" und „Ke- 
gel" bezeichnen sowohl eine Fläche 

als auch einen Körper; soll besonders hervorgehoben werden, daß die 
Fläche gemeint ist, so bezeichnet man dieselbe zweckmäßig als Zylinder-, 
bzw. Kegelmantel. Im folgenden ist, wenn nichts besonderes gea^t 
wird, mit den Worten Zylinder und K^el stets die Fläche gemeint. 

Für die Eigenschaften eines Zylinders oder Kegels ist die Gestalt 
der Leitkurve von keiner hervorragenden Bedeutung, liegt die Fläche 
fertig vor, so kann man nachträglich jede beliebige auf ihr liegende 
Kurve als Leitkurve ansehen. 

Im allgemeinen sind die Eigenschaften des Zylinders und Kegels 
dieselben, wie diejenigen eines Pyramiden-, bzw. Prismenmantels. Ein 
Kegd, bzw. ein Zylinder kann aufgefaßt werden als eine Pyramide, bzw. 
ein Prisma, deren Grundpolygon unendlich viele, dafür aber unendlich 
kleine Seiten hctt, also zu, einer Kurve degeneriert ist. Die Kanten ent- 
sprechen dabei den Manidlinien, d. k. den einzdnen Lagen der Er- 
zeugenden. 

Ein Kegel kann auch durch Umhüllung etner Ebene erzeugt werden, 
die sich so bewegt, daß sie stets durch einen festen Punkt — die 
Spitze — hindurchgeht und dabei an einer Leitkurve entlang gleitet 
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(Fig. 438). Eine ZylinderfläclLe kann durch Umhfillang einer Ebene 
erzeugt werden, die gleichzeitig an zwei ebenen Enrren entlang gleitet, 
von denen aber die eine eine Parallelprojektion der andern sein muß; 




am einfachsten aiod dieselben dabei zwei ebene, parallele und kongmente 
Kurven (Fig. 439). 

Aach als Rücktingsflächm hötmm Zylinder und Kegel aufgefaßt 
werden, derar^ daß ein Zylinder von einer ebenen Kurve erzeugt wird, 
- wenn dieselbe sich parallel nnil kongruent mit eich selbst so bewegt, 
daß ein Punkt der Erzeugenden eine gerade Linie beschreibt (Fig. 440). 




Flg. t*i. 



Verändert die erzeugende Kurve sich bei dieser Bewegung so, daß sie 
sich selbst ähnlich bleibt, nnd ein zweiter Punkt der Kurve gleichzeitig 
auf einer zweiten Geraden wandert, die die erste schneidet, so eotsieht 
ein Kegel (Fig. 441). 

Bei einem Kegel kann jede beliebige Schnittkurve als die Zentral- 
Projektion einer anderen betrachtet werden; allen diesen Kurven sind 
daher die projektiviscben Eigenschaften gemein; diese abertragen sich 
auch auf den Kegel selbst, Jede Singularität der Leitkurve, als: Doppel- 
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punkt, Rückkehrpunkt, Wendepunkt usw. veranlaßt eine aingtdäre Mantä~ 
linie. Die Ordnung der Leitkurve, faUs dieselie eine ebene Kurve ist, be- 
stimmt auch die Ordnung des Kegels; ist also die Leitkurve von der 
zweiten Ordnung, so ist auch der Kegd eine Fläche aweUer Ordnung; 
zerfällt dabei die Leitkaire in zwei gerade Linien, also zwei Kurven 
der eraten Ordnung, 30 zerHillt aach der Eegel in zwei Ebenen, d. h. in 
zwei Flächen der ersten Ordnung. Dingen bat der Typus der Leit- 
knrre keines Einfluß auf den Typus des Kegels. J^ler Kegd tweiter 
Ordnung ist gleieheeUig ein eü^»tischer, parabolischer und hyperbolischer 
Kegel, weil jeder Typus eines Kegelschnittes als Zentralprojektion einer 
der beiden anderen Typen aufgefaßt werden kann (Fig. 303). 

Anders dag^en ist es beim Zylinder; bei diesem sind alle Schnitte 
vom selben Typus, weil durch Parallelprojektion eines Kegelschnittes der 
Typus desselben nicht verloren geht. Es gibt also drei verschiedene 
Typen des Zylinders eweiter Ordnung: den elliptischen, den parabolischen 
und den hyperbdisehen Zylinder (Fig. 440, 442 und 443). 



130. Darstellang des Kegels nnd des Zylinders. Ein Zylinder 
ist gewöhnlich durch eine Leitkwve, die fast immer eine ebene Kurve ist, und 
eine Richtungsgerade gegeben. Die Mantellinie, 
die durch einen bestimmten Punkt der Leitkurre 
hindurchgeht, ist dann ohne weiteres als Par- 
allele zu der Richtungsgeraden bestimmt. Ist 
die Hmeontalprojektion änes belithigen Flächen- 
punktes gegdien und soU seine Vertikalprojektion 
bestimmt werden, so zieht man durch den ge- 
gebenen Punkt die Horizontalprojektion der 
durch ihn gehenden Mantellinie, lotet den 
Schnitt derselben mit der Borizontalprojektion 
der Leitkurve auf deren Vertikalprojektion 
hinauf, bestimmt dadurch die Vertikalprojek- 
tion der Maotellinie parallel der Richtungs- 
geraden, und lotet auf diese die g^ebene Ho- 
rizontalprojektion des Punktes hinauf (Fig. 
444). ■ 

Zur plastischen Darstellung eines Zylinders sind vor allem die beiden 
Umrißmanidlinien erforderlich, die, die Leitkurve tangierend, parallel der 
Richtungsgeraden so gezogen werden können, daß die Kurve ganz zwischen 
ihnen liegt. Es sei besonders darauf aufmerksam gemacht, daß die Um- 
rißmantellinien in der Horizontalprojektion nicht dieselben sind wie die 
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TJmrißm&nteUiiiien der Vertikalprojektion (Fig. 445). Wichtig Bind auch 
die Vertikal- und besonders die Rorigontalspw des Zylinders, die von 
der Oesatntbeit der Spuren der Mantellinien gebildet verden. Meistens 
ist die Horizontalspur bereits g^ebeu, weil die Leitkurve, wenn irgend 
möglich in die Horizontalebene verlegt wird. 

Ein Kegd ist gewöhnlich durch seine Spitze und eine Leitkurve ge- 
geben. Für ihn haben die fQr den Zylinder besprochenen Aufgaben dieses 
Paragraphen eine analoge Lösung unter Beriicksichtigung, daß die Eegel- 
mantelliaien nicht unter sich parallel sind, sondern alle durch die Spitze 
des Kegels gehen. 





131. Tan^ntialanfgali«]! fQr Kegel und Zylinder. Um eine 
TangenHalf^ene an einen Kegd, bzw. Zylinder eu legen, die die Fläche in 
einer bestimmten ManteUinie berührt, lege man im Schnitte der Mantel- 
linie mit der Leitkurve an diese die Tangente und lege durch diese und 
die Mantellinie eine Ebene, deren Spuren also durch die gleichnamigen 
Spuren dieser beiden Geraden gehen (Fig. 446), — Statt der Leitknrve 
kann auch eine beliebige andere Schnittkurre der Fläche, z. B. ihre Hori- 
zontalspur, benutzt werden. 

Um durch einen gegd>enen Pw^t eine Tangmtialebene an einen Kegel, 
bzw. Zylinder zu legen, Terbindet man diesen Punkt mit der Spitze des 
Kegels, bzw.zieht durch ihn eineParaUele znrRichCungsgeraden desZjlindera 
und schneidet diese Gerade und die Fläche durch eine beliebige Ebene. 
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Zieht man dann darch den Schnittpunkt der Hilfsgeratten eine Tangente 
an die Schnittturve, so beBtimmt der Berahrungspnnkt diejenige Maotel- 
linie, längs derer die gesachte Tangentialebeae die Fläche berührt 
(Fig. 447 nnd 448). Am besten verwendet man bei dieser KoDstraktion 
die Horizontalspnr (Fig. 449) oder 
die Leitknrve der Fläche, was im 
einzelnen Falle am bequemsten ist. 




Um endlich eine TangenticA^eae pcaralld einer gegAenen Geraden at 
legen, zieht man beim Kegel eine Parallele zu dieser durch seine 
Spitze und rerfährt im übrigen ebenso nie bei der Torigeii Aufgabe 
Beim Zylinder legt man durch einen be- 
liebigen Punkt der g^ebenen Geraden eine 
Parallele zur Richtungsgeraden des Zylin- 
ders, legt durch diese Hilfegerade und die ^ 
gegebene Gerade eine Ebene, schneidet 
diese und die Fläche durch ein^ beliebige 
Hilfsebene und bestimmt die Spur der ersten 
Ebeue mit der Hilfsebene (Fig. 450). Zieht 
man endlich parallel zu dieser eine Tangente 
an die durch die Hilfsebeae aus dem Zylinder beniusgßschnittene Kurve, 
so bestimmt deren Berührungspunkt die Mantellinie, Hngs welcher die 
gesuchte Tangeatialebeoe den Zylinder berührt. — Auch hier wird häufig 
zweckmäßig die Horizontalspur oder die Leitkurre des Zylinders benutzt 
werden können. 




^(e:^ 



133. Abviefclang des Zylindermantels. Bei der Abwicklung 
einer eatwickelbaren Schraubenfläche gingen wir von der Abwicklung 
der Schraubenlinie aus, die als Kreis bekannt war. Ein ähnliches 
Yerfahren wird stets bei der Abwicklung einer Fläche angewendet; 
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immer bestimmt man eunächsl auf der abgamckdnden Fläche eine Kurve, 
deren Abieichlttng bekannt ist. Beim Zylinder iat das bei einer Kurve 
der Fall, die man erhält, wenn man die Fläche durch eine Ebene senk- 
recht zu ihren Mantellinien eobneidet. Die Abwicklung dieser Kurve ist 
nämlich eine gerade Linie. 

Daher ist die AiwicJclung eines auf der Veriikalä)ene senkrecht stehenden 
Zylinders besonders eiofiieb, weil die Horizontalspur desselben bei der 
Abwicklung zur Geraden wird. Man hat nur die Grundkurre des Zylinders 
mittels zweckmäßig klein gewählter ZirkelöShung zu rektifizieren und 




in den einzelnen Fußpunkten der Mantellinien deren Länge senk- 
recht aufzutr^en (Fig. 451). Ist der Kreiszyliuder durch einen eUip- 
tiBchen Schnitt begrenzt, so wird die Abwicklung desselben zu einer 
Simtdinie. Hierfür bietet 
die abgetrennte Haut einer 
schief durchschnittenen zylin- 
drigen Wurst ein hübsches 



RMM^lI^l}! 



, Beispiel. 

Sdl auf der Projektion 
eines Zylinders ein Ornament 
atifgetragen werden, so geht 
man von der Abwicklung des 
Zylindermantels ans nnd über- 
trat die einzelnen Punkte 
des Flächenmusters mittels ihrer Koordinaten x und y. In Fig 452 ist 
z. B. ein Mäanderstab auf einen Kreiszylinder übertragen. 

Sandelt es sich um einen schiefen Zylinder, so muß ein QuersehniU 
senkrecht eu seinen Maniellinien erst hergesldlt werden. Wir wollen uns 
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dabei aaf einen Bcbiefea Ereiszylinder, dessen Leitkreis in der Horizon- 
talebene liegt, beacbriinken, diesen durch eine Ebene senkrecht zn seinen 
Mantellinien schneiden and das StOck seines Mantels, das zwischen der 
so erhaltenen Schnittkurve and dem Qrundkreise liegt, abwickeln (Fig. 4Ö3). 
Es geschieht ita am einfachsten, wenn die Mautellinien parallel der Ver- 
tikalebene sind, so daS die Scbnittebene senkrecht auf dieser steht, Ist 
das nicht der Fall, so muß znnächat eine neue Vertikalebene parallel 
den Mantellinien eingeführt und der J^ylinder auf diese transformiert 
werden. Das Verfahren 
dabei ist genau das- 
selbe wie das in § 51 
angegebene Verfahren 
fQr das schiefe Prisma. 
Der Zylinder ist dabei 
als Skelett der Mantel- 
linien anzusehen, von 
denen einige, damnter 
die UmriBmantellinien, 
herausgegriffen und wie 
die Kanten eines Pris- 
mas behandelt werden. 
Auch die wahre Gestalt 
der Schnittkurve ^ird 
durch Umklappen der- 
selben in äbnUclier 
Weise wie beim Prisma 
bestimmt. Es genügt, 
die Ellipse aus ihren 

beiden Achsen zu kon- fj,. «sj. 

struieren. Die _Rekti- 

fizieruDg derselben geschieht wieder mittels kleiner Zirkelöfinung. Auf 
der so entstandenen geraden Linie werden die Entfernungen der ein- 
zelnen Mantellinien aufgetragen, indem man etwa mit der obersten 
beginnt; in den einzelnen Punkten werden die zugehörigen wahren Mantel- 
linieuatilcke, die in der Transformationsebene enthalten sind, senkrecht 
aufgetragen. 

133. Abwicklung des Eegelmantels. Auch beim Eegel muß, wie 
bei jeder Fläche, zunächst eine Kurve bestimmt werden, deren Abwick- 
lung bekannt ist; eis solche bietet sich beim Rotalionskegd von selbst 
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der QrundkreiB dar, der abgewickelt wieder das StOct eines Kreises 

wird, dessen Halbmesser gleich der erzeugenden Mantellinie des Rotations- 

kegeis und dessen wahre Länge gleich dem Umfang des Qmndkreises ist. 

Soll z. B. auf dem abgewickelteo Mantel eines rertikal stehenden 




Rotationskegels die Schnittkurre eingetragen werden, die von einer anf 
der Vertikalebene senkrecht stehenden Ebene aus demselben herans- 
geschnitteii wird, so teilt man den Grandkreis in etwa zwölf gleiche 
Teile, überträgt diese auf die Ab wicklungs kurve des Kreises und 
schneidet auf den zugehörigen Mantellinien der Abwjcklungsfigur die von 
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der Ebene abgeschnitteuen Stücke ab, deren wahre Läogen durch Parallelen 
zur ProjektionsacEse auf der ümrißmantellinie bestimmt werden (Fig. 454). 

Handelt es aich am die Abwicklang eines schiefen Kegels, so kann 
diese näherungsweise dadurch ausgeführt werden, daß derselbe in eine 
Anzahl schmale durch zwei Mantellinien begrenzte Dreiecke zerlegt wird 
die dann als eben angesehen werden können. 

Genauer, wenn auch umständlicher, kann die Abwicklung eines be- 
liebigen Kegelmantels, etwa eines Kegels zweiter Ordnung, dessen Hori- 
zontalspur eine Ellipse ist (Fig. 455), wiedemm dadurch geschehen, daß 
auf ihm zunächst eine Kurve hergestellt wird, deren Entwicklung bekannt 
ist; es geschiebt das dadurch, daß auf den einzelnen Mantellinien von 
der Spitze aus gleiche Strecken abgeschnitten werden, deren Endpunkte 
' eine Raumkurve bilden, die bei der Abwicklung des Mantels ein Kreis wird. 
Die Kurve kann auch aufgefaßt werden als Schnitt des Kegels mii einer 
Kugel, deren Mittdpunkt in der Spitge des Kegels liegt Um zunächst die 
Projektion der Baumkarve m hestimtrten, dreht man die einzelnen Mantel- 
linien um ihre Höhen, bis sie parallel zur Vertikalebene liegen, wobei 
ihre Fußpunkte in der Horizontalebene Kreise um die Projektion der 
Spitze des Kegels beschreiben. Da sich die Mantellinien in dieser Stellung in 
wahrer Gestalt projizieren, können auf ihnen in der Vertikalprojektion 
die konstaTiten Stücke durch einen Kreis um die Kegelepitze abgeschnitten 
werden. Durch Zurückdrehen der MauteUinien in ihre ursprüngliche 
Lage erhält man auf ihnen Pnnkte der gesuchten Kurve; je zwei Mantel- 
linien von gleicher Länge geben dabei Punkte in gleicher Höhe. 

Dieses Verfahren wird zunächst mit nur wenigen Mantellinien aus- 
geführt; erst später werden an Stellen, wo man über den Verlauf der 
Kurve genauere Auskunft haben möchte, weitere Mantellinien eingefügt. 
Natürlich werden von vornherein alle Mantellinien, die sich von selbst 
darbieten, und die charakteristisch für den Verlauf der Kurve sind, in 
Behandlung genommen. Zu diesen gehören die beiden Mantellinien par- 
allel der Vertikalebene; diese gehen durch den zum Abschneiden der 
konstanten Mantellinienstücke benutzten Umriß der Kugel; auf ihnen 
muß daher die Schnittkurve den Kugelumriß berühren. Als besonders 
einfach bieten sich die beiden Umrißmantellinien dar, und endlich sind 
die beiden Mantellinien in der Ebene senkrecht zur ProjektioDsachse 
von Wichtigkeit. 

Schon durch diese sechs Punkte läßt sich erkennen, daß die Kurve 
in ihrem Verlaufe einen Doppdpanki besitzt. Zu seiner Konstruktion 
gelangt man durch folgende Überlegung: Die durch ihn gehenden beiden 
Mantellinien müssen sich in der Vertikalprojektion decken, die Verbin- 
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duagalinie ihrer FuBpnokte steht daher ia der Horizontalprojektion senk- 
recht auf der Projektionsachse; daher ist das von den durch den Doppel- 
punkt gehenden beiden Mantellinien begrenzte Dreick in der Horizontal- 
projektion gleichschenklig und wird TOn der Horizontalprojektion derjenigen 
Mantellinie halbiert, die parallel der Vertikalebene ist; anf dieser kann 
daher der Mittelpunkt der Verbindungslinie der beiden MantellinienfuB- 
punkte dadurch bestimmt werden, daß man zur Richtung der Verbindungs- 
linie den konjugierten Durchmesser bestimmt; dieser ergibt sich aber 
ohne weiteres als Verbindungslinie der FuBpunkte der beiden UmriB- 
mantellinien. 

Hat man so die Projektionen der Baumhtrve bestimmt, so muB 
diese zunächst rektifimert werden; es geschieht das, wie bei Raumkurven 
im allgemeinen, dadurch, daB man den sie projizierenden vertikalen 
Zylinder abwickelt. Zu diesem Zwecke ist die Horizontalprojektion der 
Raumkurre mittels kleiner ZirkelÖf&inng auf einer geraden Linie zu 
rektifizieren und in den FuBpunkten der einzelnen Mantellinien deren 
Länge senkrecht aufzutr^en. Die Verbindungslinie der Kudpunkte der 
einzelnen Mantellinien bestimmen die rektifizierte Raumkurve (Fig. 455). 

Endlich kann zur eigentlichen Abteicklang des Kegdmanids — speziell 
des Stückes zwischen Spur und Spitze — geschritten werden. Die Ab- 
wicklung der Baumkurre wird ein CreisbogenstQck mit dem Eugelradius 
als Halbmesser. Auf diesem Kreisbogen werden die einzelnen Bogen- 
längen, die zwischen zwei behandelten Mantellinien li^en, von dem ab- 
gewickelten Zylinder Qbertragen, indem man etwa mit einer der beiden 
Um riß mantellinien beginnt and so die Lage der einzelnen Mantellinien 
in der Abwicklang ermittelt. Auf jeder wird endlich ihre Länge abge- 
tragen, die bereits bei der Herstellung der Projektion der Raumkurre 
erhalten wurde. . Durch Verbindung der Endpunkte erhält man schließ- 
lich die Abwicklui^ des von der Horizootalspur des Kegels begrenzten 
Mantels {Fig. 455). 

131. £beDe Schnitte tod Kegel- nod ZyllnderAKehen. Die Be- 
stimmung der Sohnittknrve einer Ebene mit einer Kegel- oder Zylinder- 
fläche bietet keine Schwierigkeit. Sie gestaltet sich besonders einfach, 
wenn die Ebene senhredU auf einer der Projektionsebenen steht (Fig. 463 
und 454). Ist das niM der Fall, so kann diese Lage durch eine TVans- 
formation stets erreü^t tverden. Im fibrigen sei noch einmal darauf hin- 
gewiesen, daß die Konstruktion in allen Fällen identisch ist mit der 
für die ebenen Schnitte eines Prismas und einer Pyramide mitgeteilten 

Sollen die Schnittpunkte einer Geraden mit einem Zylinder oder Kegd 
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bestimmt werden, so gescbiebt daa dadurcb, daß man darch die Gerade 
eine Hilfsebene legt^ die die Fläclie in zwei Mantellinien schneidet, deren 
Schnitt mit der gegebenen Geraden wiederum die gesuchten Schnitt- 
punkte bestimmt (Fig. 466 und 457). Die Eilfeebene wird dadarch 
ermittelt, daß man durch einen beliebigen Punkt der Geraden, beim 




Zylinder parallel za den Mantellinien, beim Kegel durch dees^i Spitze, 
eine Hilfsgerade legt Durch die Spuren dieser Hilfsgeraden und der 
gegebenen Geraden muß die Spur der Hilfsebene gehen; ihr Schnitt- 
punkt mit der Spur des Zylinders oder Kegels bestimmt die Ton der 
Hilfsebene herausgeschnittenen Mantellinien, auf denen die gesochten 
Sclmittpankte der gegebenen Geraden mit der Fläche liegen. 

136. Barchdringangen kranuner Fliehen Im allgemeinen. 

Zioä hnanme Flächen scJmeiden sich in einer Kurve; eimdne PunUe 
derstUhen werden durch eine Sthar von Hilfsflächen derart bestimmt, daß 
man eunächsl die Sdmitthirve einer Hilfsftäche mit jeder der beiden ge- 
grienen Flächen bestimmt (Fig. 458). Ein Schnilfpunkt dieser beiden 
S(^iäkurven muß dann gleichzeitig ein Punkt der 
* gemchten Sc^nittkurve sein, weil die drei Schnittlinien 
dreier Flächen durch einen Punkt gehen. Dabei 
richtet sich die Wahl der Hilfsfläche jeweilig nach 
den beiden gegebenen Flächen; man sucht solche 
Hil&äächen auf, die mit beiden gegebenen Flächen 
möglichst einfache Schnitte ergeben, d. h. also, wenn 
irgendmöglich, gerade Linien oder Kreise. Daher sind die Hil&äächen 
stets einfacher Katur, meist Ebenen oder doch Zylinder, Kegel oder 
Kugeln. Als letztes Mittel, wenn je eine Scbar von Hilfsflächen sich 
nicht sofort ergeben sollte, die mit jeder der beiden gegebenen Flächen 
eine einfache Schnittkurve bilden, bleibt stets ein System von parallelen 
Hilfsebeneu senkrecht einer Grundebene; die Schnitte dieser Hilfaebenen 
mit allen krummen Flächen bieten in der Theorie keine Schwierigkeit. 




Hg. 46B. 
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Jirf eine der beiden sich sdmeidenden Fläche» van der m"' Ordnung, 
die andere von der n'", so ist die SchniWeurve von der m-n'" Ordnung, 
lyieselbe katm eerfaUen in mehrere Kurven niederer Ordnung, eine Kurve 
vierter Ordnung, g. S. in ewei Kegelschnitie oder in eine gerade Linie und 
eine Kurve dritter Ordnuty. Ähnlich wie bei der Durchdriognng zweier 
Polygone findet anch bei der Dorchdringong zweier krammer Flächen 
entweder ein rollBtSudiges Darchstoßen der einen Fläche durch die 
andere oder ein gegenseitiges Anaschneiden statt, wobei sich die Flächen 
gabelförmig umfassen. Im letzteren Falle ist die Durchdringungskurve 
eine einzige JHisammMhängetide Linie, im ersteren zerfällt sie in einzelne 
Teile. 

136. Dorchdringnng zweier Zylinder. Die einfachste Schnitt- 
knrre, in der ein Zylinder geschnitten werden kann, ist eine Mantellinie 
desselben. Man wird daher zur Bestimmung der Schnittkurre zweier 
Zylinder eine Schar von Hilfsebenen henuteen, die beide Zylinder in Mantd- 
linien sc3meiden, d. h. pardüel den Manteäinien beider Flächen sind. Liegen 
die beiden OmodSächen in der Horizontalebene, so ist das Verfahren ge- 
nau dasselbe wie bei zwei Prismen, deren Grundflächen in der Horizon- 
talebene liegen. In einer Nebenfigur bestimmt man zunächst die Rich- 
tung der Horizontalspuren aller Uilfsebenen und schneidet die beiden 
Grundflächen, die beide Kreise 'sein mögen, durch eine Anzahl par- 
alleler Linien, von denen jede fdr jeden Zylinder diejenigen beiden Man- 
tellinien bestimmt, die von der betreffenden Hilfsebene aus den Flächen 
herausgeschnitten werden (Fig. 459). Die vier Schnittpunkte von je rier 
auf diese Weise bestimmten Mantellinien, sind Punkte der gesuchten 
Schnittkurre. 

Zunächst werden nur wenige Hilfsebenen willkürlich herausgewählt 
und erst nachträglich an geeigneten Stellen weitere eingefügt. Als aus- 
gezeichnete Punkte ergeben sich diejenigen Punkte, die anf den vier Um- 
rißmantellinien in der Horizont alprojektion und ebenso anf den vier Um- 
rißmantellinien der Vertikalprojektion liegen; in diesen Punkten muß die 
Schnittkarre die betreffenden Mantellinieu berühren. Als weitere unent- 
behrliche Hilfsebenen ergeben sich diejenigen, die einen der beiden Zy- 
linder berfihren, deren Spuren also eine der Zylinderapurea berühren. 
Durch einen aolchen Berührungspunkt gehen zwei unendlich nahe Mautet- 
linien, also müssen die entsprechenden beiden Mantellinien des anderen 
Zylinders die Knrre gleichfalls berühren. 

Um die Punkte der Schnittkurve richtig miteiaander eu, verbinden, 
läuft man zweckmäßig auf einer Horizontalspur eines Zylinders um diesen 
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herum von MuiteUmie zu Mantellinie. Gelangt man dabei an eineu 
Punkt, fOr welchen die durch ihn gehende Spnr der Hilfsebene den 
anderen Zylinder berührt, so muß man umkehren und den ersten Zy- 
linder rückwärts umlaufen. 

/n jedem beliebigen Punkte der Scknitthtrve kann die Tangente an diese 




dadurch hinzugefügt werden, daß man die SchoittliDie der beiden Tangential- 
ebenen in dem betreffenden Funkt an die Zylinder bestimmt; diese Schnitt- 
linie ist Tangente der Kurve. Es geschieht das dadurch, daß man in den- 
jenigen beiden Punkten der Grundrißkurven, durch welche die beiden 
Mantellinien, die den betreffenden Punkt der Schoittkurve bilden, hin- 
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darchgeheii, die Tangenten an die Orundkarven zieht. Darch den 
Schnittpunkt deraelbeu tnu£ auch die Tangente des betrefffenden Raum- 
hnrrenpnnktes gehen (Fig. 459). 

Die Bestimmung der sichtbaren und unsich&aren Teile der Kurve ge- 
schieht wie bei Polyedern. 

Ob die Raumkurve eine einsige geschlossene Linie i^ oder m ewei 
Kurven eerfäUt, läßt sich Ton vornherein entscheiden. Wenn die beiden 
Spuren der Hilfseben, welche die Horizontalepur des einen Zylinders be- 






rühren, die Horizontftlspur des anderen Zylinders ecbneiden (Fig. 460), 
flo durchstößt der erste Zylinder den anderen, die Raumkurve zerfällt 
also (Fig. 461); schneidet nur eine der beiden BerUhrungsspureu der 
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Orundkurre des eiii«D Zylinders die Grandkorre des anderen (Fig. 462), ao 
findet ein gegenseitiges AuBBchneiden der Flächen statt, die Durcli- 
dringungskurye besteht also aus einem einzigen Zage (Fig. 463). 

Berührt eine Spar der Hilfsebenen gleichzeitig beide Kreiszylinder- 
spnren (Fig. 464), eine der Hilfsebenen also beide Zylinder, so besitzt 
die Kurre einen Doppelpunkt (Fig. 465), besUeen die beiden Zylinder »tcei 
gemeinsduiflliche Tangentiedebenen (Fig. 466), so besitzt die SdmittJaave 




ewei Doppelpunkte, sie zerfällt dann bei zwei Zylindern zweiter Ordnung 
in zwei sich schneidende Kurven zweiter Ordnung (Fig. 467). 

Praktisch kommen derartige Zylinderschnitte bei sogenannten Ch- 
wölbeaugen Tor, die entstehen, wenn ein Tonnengewölbe von einem anderen 
niederen dnrcfasetzt wird. Die Schnittkurre der hier horizoutal liegenden 
Kreiszylinder wird durch eine Schar horizontaler Ebenen ermittelt, von denen 
jede die beiden Stirnfiächen der Zylinder in gleicher Höhe schneidet. 
Durch Umklappen der Stirnflächen werden die vier Mantellinien, die von 
einer Ebene aus den Zylindern herausgeschnitten werden, bestimmt 
(Fig. 468). 

Läßt man den kleineren der beiden Zylinder wachsen, bis beide 
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gleich groß sind, bo Bchneiden sich die beiden Zjlinder in einem Kreug- 
gewÖlbe, dessen Konstruktion dieselbe ist wie beim allgemeineren Fall 
des Qevölbeanges. Wird daa Kreuzgewölbe von demjenigen Stflck, das 




beiden Zjlinderkörpem gemeinsam ist, gebildet, so entsteht das ge- 
schlossene oder das Klo^a-gewölbe (Fig. 469). Wird das Kreuzgewölbe 
dadurch gewonnen, dafi von jedem Zylinder nicht die StOcke, die zwischen 




den beiden Schnittkurven liegen, wie beim Klostergewölbe, benutzt werden, 
sondern dadurch, daß beide Zylinder durch je zwei vertikale, den Stirnflächen 
parallele, die Schnittkurven berührende Ebenen abgeschnitten werden, und 
daß von jedem Zylinder gerade diejenigen Flächenstücke, die das Kloster- 
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gewölbe bilden, weggelassen werden, — bo entsteht das römische oder das 
offene KrewgewÖlbe (Fig. 470). Die Graä>ögen beider KrmggetcÖlbe sind 
Ellipsen. Die Abwickelm^en sind beigefQgt. 





Eine Fllipse als Schnittkurve entsteht anch, wenn ewei h-eisat/lin- 
drische Bohren bu einem Knie zusammengesetei werden (Fig. 471). Aus 
Hftlbeilipsen besteht die Schnittknire eines T-ßrmigen E(^rstüches 




(Fig. 472). Ein praktisches Beispiel ans dem Gebiete der Aiehitektar 
für Schnittknrven horizontaler Zylinder bietet Fig. 473, welche ein mit 
Kupferblech belegtes Dach darstellt; die Abwicklungen der einzelnen Dach- 
flächen sind hinzugefügt. Fig. 474 und 47Ö zeigen zwei Ziersteine, bei 
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denen sich horizontale nnd Tertikftle Zylinder in einfachster Weise 
durchschneiden. 

Die Bestimmung der Schnittkarre zweier Zylinder kann auch im 
allgemeinsten Falle durch eine Schar horizontaler Ebenen bestimmt 




yji 



werden, doch ist dieses Verfahren nur dann praktisch anwendbar, wenn 
die Horizontalspur beider Zylinder Kreise sind; selbst dann ist aber die 
Benutzung einer Schar tou Ebe- 
nen, parallel den Mantellinien, ein- 
facher. 

Sind die Borieonlalspuren der 
beiden Zylinder nie^t bekannt, so 
ist es nicht notig, dieselben su be- 
stimmen. Man Icann statt der 
HorizontcH^ne dann auch die 
Ebenen der Grundflächen der Zy- 
linder hemiteeri (Pig, 476). Jede 
Hilfsebene schneidet die beiden 

Grundebenen in Spuren, die sich auf der Schnittlinie der beiden Grund- 
ebenen schneiden; alle Spuren derselben Gmndebene sind parallel. Um 
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die Richtunff derBelben zu bestimmen, zieht man von einem beliebigen 
Punkte ans zwei Linien parallel den ZylindermantelÜnien nnd legt durch 
dteae Linien eine Ebene, welche die beiden Grandebenen in Linien achnei- 
det, die die gesuchte Richtung besitzen. 

137. Durcbdringnng eines Zylinders nnd eines Kegels. Zur Be- 
stimmung einzelner Punkte der Schnittkurre eines Kegels und eines 




Zylinders bedient man sich einer Schar von Hilfsebenen, die wiederum 
beide Flächen in Mantelliuien schneiden; es sind das Ebenen, die durch 
die Spitze des Kegels parallel den Zylindermantdlinien gehen. Sie mflseen 
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daher alle durch eine gerade Linie hindarchgehen, die durch die Spitze 
des Kegela parallel den Zylindermantellinien gezogen wird; die Sparen 
aller Ebenen müssen also darch die Spar dieser Hilägeraden hindurch- 
gehen. Bei dem Schnitte zweier Zylinder lag dieser Punkt im Unend- 
lichen, daher waren die Spuren aller Hil&ebenen parallel Im übrigen 
geschieht die Bestimmung der Schnittkurve eines Kegels und eines Zylinders 
genau ebenso wie bei iwei Zylindern; auch die Tangente kann in jedem 
Punkte der Schnittkurre in ähnlicher Weise hinzugefügt werden 
(Fig. 477). 




Praktisch kommen derartige Schnitte bei der Dnrchdriogung eines 
zylinderförmigen und eines kegelförmigen Maschinenteiles, z. B. bei einem 
Kegelventil in zylindrischer Bohre (Fig. 478) oder dergl,, vor. Liegt der 
Zylinder wie hier horizontal und parallel der VertihtMiem, so henviet 
man nur Konstruktion zweckmäßig einen Seitenriß. In ähulicher Weise 
wie hier der Seitenriß kann der Grundriß benutzt werden, uenn der 
Zylinder vertikcU steht wie bei dem Kylinderformigen Kännchen mit 
konischer Schnauze in Fig. 479, bei welcher die Abwicklnngen hinzu- 
gefügt sind. Wie bei zwei Zylindern besitzt die Schnittkurve dann einen 
Doppelpunkt, wenn Kegel und Zylinder eine gemeinsame Tangential- 
ebene besitzen. 

Hmiik: DuiUUanilg Ownutrla. L 16 
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Die Kurve vierler Ordnung besitzt zwei Doppdpunkie, wom die beiden 
Flächen zwei gemeinsame Tangentialebenen haben, sie zerfäUt dann wiederum 
in zwei Kegelschnitte. Das iat z. B. bei einer Windkappe in zylindrischem 
Rauchfang der Fall (Fig. 480). 

Auch in eine Kurve dritter Ordnung und eine gerade Linie hann die 
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Sckniükurve eerfaUen, es mflssen dann K^el und Zylinder eine Mantel- 
linie gemeinsam liatwn; die Spitze des Kegds lieg t da nn in der Zylinder- 
ftäche (Fig. 481). 

Aacli bei E^el and Zylinder 
kann die Schnittkurre durch eine 
Schar horizontaler Ebenen bestimmt 
Verden, doch ist diese Methode prak- 
tisch nnr anwendbar, wenn die Ho- 





rizontalspnren beider Fachen Kreise sind; auch dann 
ist aber die Anwendung von Ebenen darch die Spitze 
des Kegels, parallel den ZylindermantelUnien, einfacher. 

138. Durchdringung zweier E^^el. Zur Bestim- 
mung einzelner Punkte der Schnittkarve zweier Kegel 
bedient man sich einer Schar von Hilfsebeneii, die beide 
Flächen in Mantellinien schneiden. 

Alle BÜfs^enen müssen daher durch die Verbin- 
dungsgerade beider Kegelspiteen hindurchgehen, ihre Spuren 
also durch die Spur dieser Geraden. Im übrigen bleibt 
alles genau so tote bei zwei Zylindern 
oder einem Zylinder nnd einem Kegel. 

Sind die HorieoniaUpuren heider 
Kegel nicht bekannt, so Aann man statt 
der Sorisontalebene auch die Ebenen 
der Grundflächen der Kegd henvieen. 
Jede Hilfsebene muß dann durch die 
Verbindungslinie derKegelspitzen gehen 
(Fig. 482 nnd 483). Alle Spuren der 
Eilfsebenen in einer uud derselben 
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Grondfläctie mflssea also durch den in dieser li^eaden Sparpunkt hin- 
darch gehen, nnd die beiden Spuren derselben Hilfaebene mfiasen sich in 
der Schnittlinie beider Orundfiächen schneiden. 

Die Bestimmung der Scknittkurve eines Kegds oder Zylinders mii 
einer Pyramide oder einem Prisma bietet keine Schwierigkeit. Die 




Ppwnide ist als Kegel, das Prisma als Zylinder auizufasaen, deren Leit- 
kurre je ein geradliniges Polygon ist. Natürlich müssen die Schnittpunkte, 
die anf den Pyramiden und Prismenkanten liegen, alle bestimmt werden 
man wird daher damit beginnen, die einzelnen Hilfsebeneu durch die 
Zylinder-, bzw. Prismenkanten zu legen, und erst nachtrSgUch zwischen 
diesen HUfsebenen einige weitere einfagen. 

139. Bestimmung des Schnittpunktes einer Kurve mit einem 
Zylinder oder fiegel. Um die Schnittpunkte einer Kurve mit einem 
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Zylinder oder einem K^el zn bestimmen, legt man durch dieselbe eint 
hdiänge Silfsfläche nnd bringt diese mit dem Kegel, bzw. dem Zylinder 
zam Schnitt. Die Schnittpankte der so erhaltenen Hilfsknrve mit der 
gegebenen Knrve sind dann die gesuchten Schnittpunkte der letzteren 
mit dem Eegel, bzw. dem Zylinder. 

Bei der WeM der S^fsfläcke wird man darauf bedacht sein, eine 
möglichst einfache Schnittkurre zu erhalten. Daher benntzt man, wenn 
es sich nm die Schnittpunkte einer geraden Linie 
mit einem Zylinder oder Eegel handelt, eine HUfs- 
ebene, die beim Eegel durch die Spitze desselben 
geht, beim Zylinder parallel 
den Mantellinien ist, wie 
bereits in § 134 angegeben 
wurde. 

Handelt es sich nm 
eine ebene Enrre, deren 
Ebene nicht durch die Spitze 
des EegeU geht, bzw. nicht 
parallel den Zylindermantel- 
linien ist, oder am eine Baamkurre, so ist in weitaus den meisten tollen 
der die Ranmknrve projizierende Zylinder — bei Zentralprojektionen 
Eegel — die einfachste HilfsSäche (Fig. 484). 

Der projizierende Zylinder, bzw. Eegel wird anch verwendet, wenn 
es sich um die Schnittpunkte einer Eurve mit irgend einer anderen Fläche 
handelt (Fig. 486). 




Tl. Teil. 

Mcinmgsfläclieii. 

XVI. EapiteL 

Niehtontwickelbare Flächen im allgemeinen. 

140. Entwickelbare und nlchtentwickelbftre Flächen. Die Tan- 
gente eines Flächen punktes war bereits als Grenzlage einer Sekante definiert, 
bei der zwei benachbarte Schnittpunkte der Fläche zusammengefallen 
waren; ebenso war die Tangentialebene eines Ponktes bereits definiert 
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ala die QeBamtlieit aller Tangenten desselben. Der charakteristische 
Unterschied einer nichletUmck^taren Fläche und einer entwicJcäbaren kommt 
Hun im Verhalten der Tangentiedä>me xur Fläche am klarsten eum Aus- 
druck. Bei den entwickelbaren Flächen hatten wir geseben, äaä die Be- 
rühm ng der Tangentialebene stets in einer Mantellinie ihrer ganzen 
Länge nach stattfindet. Die Tangentialä)ene hat mit der entuickdbaren 
Fläche ein nnendlicA sdimales, unendlie^ langes Fläehenstück gemein. Bei 
niehientwickdbaren Fläche» findet die Berührung der Tangentialebene nur 
in einem eimigen Punkte statt. Im allgemeinsten Falle wird die Fläche 
von jeder Tangentialebene in einer Kurve geschnitten, die durch den 
Berührungspunkt geht; in einem besonderen Falle, und zwar ist das der 
für die Anschauung geläufigere, berdhrt die Tangentialebene ein« Fläche 
in einem einzigen Punkte, ohne die Fläche in einer Kurve zu scfaaetden, 
die durch den BerQhrungapunkt geht. Im nächsten Paragraphen wird 
das Terhalten der Tangentialebene in Flächenpankten verschiedener Art 
genauer untersucht werden. 

Von einem Punkte können im allgemeinen unendlich viele Tangenten 
an eine Fläche gel^ werden, sie bilden die Mantellinien des Berüh- 
rungskegels. Die einzelnen Berührungspunkte bildeu die Berührungskurve, 
und umgekehrt liegt der BerUhrongsponkt einer Mantellinie des Beruh- 
rungskegets auf der Berührungskurve desselben. Ebenso können von einem 
Punkte unendlich viele Tangentialebenen an eine Fläche gelegt werden, 
jede berührt den Berübrungskegel längs einer Mantellinie, die Tangente 
der Fläche ist; die Berührungspunkte liegen also auf der Berührungskurve, 
und die Tangentialebenen erzeugen den Berühmngskegei durch Umhüllung. 
Bei enttvickelbaren Flächen degeneriert der Berührungskegel eu einer Ebene; 
diesdbe ist dwch einen ihrer Punkte bestimmt, während bei niehlentwickelbca-en 
Fläcfien eine Tangentialäxne erst durch zwei Punkte oder eine Gerade bestimmt 
ist. Fällt letztere ins Unendliche, so kann sie durch eine Bichtungsebene 
ersetzt werden, parallel zu der die Tangentialebene liegen soll. Fällt 
der Punkt, von dem aus die Tangenten, bzw. die Tangentialebenen an 
die F^hen gelegt werden, ins Unendliche, so wird aus dem Berührungs- 
kegel ein BerUhrungssglinder. Derselbe wird also erzeugt durch die 
Tangenten oder die Tangentialebenen, die parallel einer gegebenen Ge- 
raden an die Fläche gelegt werden. 

141. Die KrilmmuDg der krammeii Flächen. Um das Verhalten 
einer Fläche zur Berühnmgaebene im Berührungspunkte zu untersuchen, 
denken wir uns etwa eine Bohnenfiäche und legen an dieselbe in einem 
Punkt A eine Tangentialebene. Dann leird die Fläche im cUlgemeinsten 
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Faile von der Ebene in einer EwDe geschnitten (Fig. 486), die in A einen 
Doppdpankt hat, der mgleich für beide Äste der Kurve WmdepunJd ist; 




durch ihn gehen also zwei Wendetangenten hindarch, die hier aucli 
ßaapttangenten der Fläche genannt werden (Fig. 487). Verrückt man 
die tangentiale Ebene ein wenig, so öffnet sich die Kurve und zerfällt 
in zwei Zweige, ähnlich wie eine Hyperbel. Je nachdem man die Tan- 
gentialebene nach der einen oder anderen Seite verrtlckt, li^en die beiden 




Mlito- — ^iiiiiiii 



Zweige im einen oder anderen Scheitelwinkelraum (Fig. 488 — 490). Ein 
Punkt, in dem sich die Tangentialebene in dieser Weise zur Fläche ver- 
hält, heißt ein hyperbolischer Punkt, und man sagt, die Fläche besitzt in 
diesem PunJit hyperbolische oder sattelförmige Krümmung. 

Dreht man um die Normale des Berührut^spunktes eine Schnittebene, so 




liegt die Schnittkurve und damit auch ihr KrümmungshaWmesser bald 
auf der einen Seite der Tangentialebene, bald auf der anderen (Fig. 491). 
Als Grenzlagen der Schnittebene sind diejenigen zn betrachten, die durch 
die Wendetangenten hindurchgehen. Der Krilmmungsradius der Schnitt- 
kurve ist hier unendlich groß. Bei einer Drehung der Schnittebene um 
180" nimmt also der Krümmungsradius einen endlichen positiven Wert an, 
wächst dann, bis er gleich unendlich wird, wird dann negativ, und seine 
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Länge ainkt wieder herunter auf einen endlicben Wert, um dann aber- 
mals zn wachsen und durch das Unendliche hindurch wieder einen posi- 
tiven endltqhea Wert anzunehmen. 

Betest vfan mm die TangmUaläyene so, daß der DoppdpunJd der 
SchniÜhirve zum isolierten Punkte wird, so wird die Fläche von der 
Tangentialebene nicht mehr in einer Kurre geschnitten, die durch den 
Berflhraugspanht hindurchgeht (Fig. 492). Terrflckt man die Tangential- 
ebene um unendlich wenig, so schneidet sie die Fläche in einer ellipsen- 
ähnlichen Kurve. Ein Flacbenpunkt, in dem sich die Tangentialebene 
in dieser Weise zur Fläche verhält, heißt ein ^iptiacher Punkt, und man 
sagt, die Fläche beaitst in diesem Punkt älipHsche oder kuppenßrmigc 
Krümmung. Die Weudetangenten sind in einem solchen Punkt imaginär 
geworden. 

Dreht man um die Normale in einem dlipHsdim Punkte dne Ebene, 
Bo liegen die von dieser ans der Fläche geschnitteoen Kurven sämtlich 





auf derselben Seite der Tangentialebene. Der Krümmungsradius liegt 
also gleichfalls fQt alle Schnittknrven auf derselben Seite der Tangential- 
ebene und hat stets einen endlichen Weri 

Bei der Bewegung der Tangentialebene längs der Bohnenfiäche findet 
zwischen denjenigen Lagen, in denen die Schnittkurve einen Doppet- 
pnnkt besitzt, und denjenigen, in denen dieser zum isolierten Punkte ge- 
worden ist, eine Grenelage statt. Diese ist dadun^ charakterisiert, daß 
der Doppdpunkt zum RückJcehrpunfct geworden ist und die beiden Wende- 
oder Saupttangenten msammengeftdlen sind (Fig. 493). Verrückt man 
in einem solchen Punkte die Tangentialebene um unendlich wenig, so 
wird die Fläche in einer parabelartigen Kurve geschnitten. Ein Flächen- 
punkt, in dem die Tangentialebene dieses Verhalten zur Fläche ze^t, 
heißt ein parabolischer Punkt, und man sagt, die Fläche besitzt in diesem 
Punkte paraholische Krümmung. 

Dreht man wieder eine Ebene um die Normale eines paräb(Aisdten 
Punktes, so liegen die einzelnen Schnittkurven und damit auch die 
Krümmungsradien zwar auch sämtlich auf derselben Seite der Tangential- 
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ebene, der Erdmmni^BradiuB wächst aber hier bis zam Werte oo, und 
zwar bei derjenigen Sduittkurre, deren Ebene durch die zusammeoge- 
fallenen Baupttangenten geht. 

Im allgemeinen kommen auf einer Fläche alle drei Charaktere von 
Punkten vor, ond zwar so, daß game Gebiäe nur elliptische und andere 
nur hyperbolische Punkte enthalien. Beide Ge- 
biete sind getrennt durch eine Kurve, deren • 
Ftmkte pardboHsehe Krümmung besitssen (Fig. 
494). 

Ganze Gebiete mit parabolischen Punkten 
im eigentlichen Sinne kann es nicht geben, doch 
können die ^uitekelbaren Flächen als solche an- 
gesehen werden. Die beiden zusammengefallenen Haupttangent«n fallen 
dann mit zwei unendlich nahen Mantellinien zusammeo. Der Krümmungs- 
halbmesser bleibt auch hier bei allen Schnittkurren durch dieselbe Nor- 
male auf derBelben Seite der Tangentialebene und nimmt fQr einen 
Schnitt durch die Mantellinie den Wert oo an. — Mn Analogon hierzu 
findet sich bä der Krümmung der Kurven. Diese können konvex oder 
konkav gekrQmmt sein; ein Übergang findet dnrch einen Wendepunkt 
statt; eine Kurve mit lauter Wendepunkten gibt es nicht, doch kann 
die gerade Linie als solche angesprochen werden. 



XVn. Kapitel. 

Botationsflllchen. 

142. Meridiane und Farallelkrelse. Denkt man sich eine Kurve 
fest mit einer geraden Linie verbunden v/nd um diese als Achse gedr^, so be- 
schreibt die Kurve eine Fläche, die Rotationsfläche heißt (Fig. 495). Dabei be- 
schreibt jeder Punkt der Erzeugenden einen Kreis, dessen Mittelpunkt 
auf der Achse liegt, und dessen Ebene senkrecht zur Achse ist. Diese 
Schar von Kreisen heißen Paralldkrmse; der größte oder kleinste Par- 
allelkreis heißt Äquator, letzterer auch Kefdireis. — Umgekehrt schneidet 
jede Ebene senkrecht ziir Achse die Rotationsfläche in einem Kreise. 
Eine Sotati&nsfläehe kann also auch durch ParaMdverriiehung &nes Kreises 
erzeugt werden, wenn sein Mitldpunkt sich auf einer Geraden beieegt, 
und sein Badius sich bei der Bewegung ständig ändert, wobei seine Länge 
durch eine Leitkurve bestimmt wird. Fine Rotationsfläche kann also 
auch als Rüchingsfläche aufgefaßt werden. 



,yGooglc 



250 



VI. BflckungsUcben. 



Eine Ebeoe, die durch die Rotationsacbee gebt, beißt Meridianebene. 
Alle 7on den Meridianebenen berauageschnitteneu Kurven sind kongraent 
and beißen Meridiankurven, kurz Meridiane. Gewöhnlicb wird die 
Meridiankurve aucb als Erzengende benatzt. 
Ist das nicht der Fall, bo ist ee zwecknüßig, 
nachträglich die Meridiankurve als Erzeugende 
einzuBetzeu. Die Meridiankurve bat die Achse 
alB Symmetralachse und wird von dieser in 
zwei Halbmeridiane geteilt. Jede Meridian- 
ebene ist für alle Parallelkreise Symmetral- 
ebene. Durch die Meridiankurve wird die Ge- 
stalt der Fläche am charaUeristischsten eam 
Ausdruck gebracht; eben deshalb wird sie meist 
als Erzeugende benutzt. Die Eigenschaften des 
Meridians übertreten sich auf die Fläche^ so 
erzeugt eine Symmetralachse des Meridians 
eine Symmetralebene, ein Wendepunkt erzeugt 
einen Wendekreis, der elliptische und hyper- 
bolische Gebiete der Flüche trennt, und dessen Punkte parabolisch sind 
(Fig. 495). Ein höchster oder tiefster Punkt erzeugt gleichfalls einen 
paraboliBcben Krammm^skreia, der die elliptischen von den hyperbo- 
lischen Punkten trennt. Schneidet der Meridian die Achse, so findet 
ein Selbstdur chscbnitt der Fläche statt. 




143. DarstelluDg der Rotationsfläclieii. Zur Darstellung der 
Botationsftäcken bieten sieh ewei wicht^e Scharen von Kurven dar, die 
Paralldkreise und die Meridiane. Beide Systeme können zur Darstellung 
der Fläche benatzt werden, je nachdem dieselbe als EQckungs- oder 
DiehungsSäche aufgefaßt wird. Am einfachsten projizieren sich beide 
Systeme von Kurven, wenn die Rotationsachse senkrecht auf einer der 
beiden Projektionsebenen, etwa der Sorixonialebene, steht. Alle Parallel- 
kreise projizieren »ich dann in der Vertikalebene als gerade Linien 
und in der Horizontalebene als Kreise, und die Meridiane projizieren 
sich wenigstens in der Horizontalprojektion als Geraden, wahrend ihre 
Vertikalprojektionen als Kurven erscheinen, die zum Meridian affin sind 
(Fig. 496). Eine Lage der Rotationsfläche, bei welcher beide Projek- 
tionen der Meridiane einfach sind, ist nicht möglich. Benutzt man also 
die Parallelkreise als Erzeugende, so ergeben sich einfachere Konstruk- 
tionen, und mit Rücksicht darauf ist die Betrachtung der Rolationsflädten 
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als Rückungsfiäehen einfacher, wenngleich daa Drehen des Meridians um 
die Achse als einfacherea «Bewegungsgesetz erscheint. 

Derjenige Meridian, der parallel der Vertikalebene li^t, projiziert 
sich in vabrer Gestalt tind heißt daher Sduptmeriäian. In der Hori- 
zontalebene projiziert er sich als Gerade parallel der Projektionsachse. 




Er eignet sich am besten dazu, den Parallelkreisen als Leitkurve zu dienen. 
Ein beliebiger Parallelkreis projiziert sich in der Yertikalebene als Sehne 
parallel der Projektion sachse. Die Sehne ist der Durchmesser des Par- 
allelkreises und seiner Horizontalprojektion. Der größte, bzw. kleinste 
Parallelkreis bildet den Umriß der Fläche in der Horizontalebene, wäh- 
rend in der Yertikalebene der Hauptmeridiao Umriß ist. Ist Ton 
einem Flädienpimki eine Projektion gegeben, so ist die andere mit Hilfe 
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des datch ihn gehenden Panllelhreisee zn ermitteln. Za jeder Vertikal- 
projektion eines Pooktes gibt es zwei Horizontalprojektionen. Um einen 
bdiebigen Meridian zn bestimmen, der etira dnrch den Winkel, den er 
mit dem Hauptmeridian bildet, gegeben ist, werden die Schnittpunkte 
seiner geradlinigen Horizontatprojektion mit einer Reihe von Parallel- 
kreisen anf die zugehörigen Vertikalprojektionen der letzteren hinauf- 
gelotet and die so bestimmten Paukte miteinander verbunden. Da die 
Meridiane erst mit Hilfe von Parallelkreisen gezeichnet werden können, 
so zeigt sich hier am besten, daß man nnverh&ltniBmäßig einfachere 
Konstruktionen erhält, wenn man die Rotationsfläche als Rückungsflärhe 
— als ein Skelett von Parallelkreisen — auffaßt. Freilich, liefert die 
Darstellung der Fläche durch eine Reihe von Meridianen ein plastischeres 
Bild der Flache; doch wirken auch die Parallelkreise plastisch, sobald 
sie sich nicht geradlinig projizieren. Häufig werden gleichzeitig beide 
Systeme der Kurven zur plastischen Darstellung von Rotationsääcben 
benutzt. 

Ist als Erteugende eine BoMmhirve geg^ien, z. B. eine Schrauben- 
linie, so verjährt man am besten, wenn man zunächst den Hanptmeridian 
der Flache bestimmt, und diesen nachträglich als Erzeugende einsetzt. 
Der Hauptmeridian wird dadurch ermittelt, daß man eine Reihe von 
Punkten der Schraubenlinie anf horizontalen Kreisen in die Ebene des 
Hanptmeridiaus dreht und die so erhaltenen Punkte miteinander vw- 
bindet. Es sei besonders darauf aufmerksam gemacht^ daß die Vertikal- 
projektion der Schraubenlinie nicht identisch mit dem Hauptmeridian ist 
(Fig. 497). 

Um eine Projektion einer Rotationsfläche in unsymmetrischer Sldlung 
zu erhalten, geht man von der symmetrischen aus und führt diese durch 
Drehen oder Transformieren oder axonometrische Konstruktionen in. die 
verlangte Stellung aber. Alle Kreise werden dabei zu ähnlichen Ellipsen; 
den Umriß erhält man durch Umhüllung, kann ihn aber auch besser 
direkt erhalten durch den BerOhrongszylinder, bzw. Kegel, wie im nächsten 
Par^p^phen gezeigt werden wird. 

144. Taugentialanfgabtin fUr Rotationsflächen, um in einem 
Punkte äner Rotationsfläche die Tangential^ene zu hmäruieren, kann man 
den fQr alle Fischen gültigen Weg einschlagen und durch den Punkt zwei 
auf der Fläche liegeode Kurven legen — am besten den Paratlelkreis 
und Meridian — , in dem Schnittpunkte der Kurven die Tangenten an 
diese legen und dnrch diese die Tangentialebene (Fig. 498). 

Während sich die Tangente an den Parallel kreis ohne weiteres 
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zeicbaen I^t^ muß die Tangente an den Meridian, weim man Termeiden 
will, diesen selbst za zeichnen, durcli einen kleinen Kunstgriff ermittelt 
werden; dreht man die durch den Meridian gehende vertikale Ebene um die 
Rotationsachse, bis dieser mit dem Haaptmeridian zusammenfällt, so 
kann man an diesen die Tangente zeichnen. Dadurch ist der Schnitt- 
punkt der Tangente mit der Rotationsachse bestimmt, der beim ZnrOck- 
drehen der Tangente an Ort and Stelle liegen bleibt. 

Man kann die Aufgabe auch dadurch lösen, daß man an die Rota- 
tionsfläche einen Berühnmgskegel legt, der die Fläche in demjenigen 




Parallelkreis berührt, auf dem der gegebene Punkt li^. Jede Ehene, 
die diesen Kegel, wir wollen ihn euwu ParaRdkreisk^el nennen, ieriihrt, 
berührt afuh die Fläche. Legt man also eine Tangentialebene an den 
Kegel, die durch die langente seines Berührungskreises im gegebenen 
Punkte geht, so hat man damit die Tangentialebene an die Rotations- 
fläche im gegebenen Punkte bestimmt (Fig. 499). 

Während bei entwickelbaren Flächen eine Tangentialebene bereits 
durch einen Punkt bestimmt war, ist bei einer nicht entwickelbaren 
Fläche eine Tangentialebene erst durch zwei Punkte oder eine Gerade 
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bestimmt — Durch einen Pnokt Issaen sicli anendlich viele Tangential- 
ebenen legen, die die Fläche längs einer Kurve berühren, dabei nmhQlten 
sie einen Berühmngak^el, dessen Spitze in dem gegebenen Punkte liegt. 
Rückt dieser ins Unendliche, so wird aus dem Berflhrungskegel ein Be- 
rOhmngezjlinder. 

Die Bestimmung der Beriikrungskurven eines Serükrungszylinders 
oder -kegeis ist für alle Flächen von der größten Widitigieit; einmal wird 
bei Zentral- oder ParallelperspektiTen der Umriß einer Fläche am besten 
als Schnitt eines projizierenden Berfibmngskegela, bzw. Zylinders mit 
der Bildebene bestimmt. Daun aber spielen die Berührnngskurren auch 
bei Sckattenkonstruktionen eine wichtige Rolle. Versteht man unter 
Weudeschatten diejenige Eorve, welche die beleuchtete Seite der Fläche 
Yon der im Eigenachatten liegenden trennt^ so erhält man durch Pro- 
jektion des Wendesohattens den Schlagschatten der Fläche. Der Wende- 
Bchatten ist aber die Berührungskurre eines Berühniugszjlinders par- 
allel den Sonnenstrahlen — eines Berührungskegels bei Kerzen beleuchtnng. 
Der Schlagschatten der Fläche er- 
gibt sich dann als Schnitt des Be- 
rühraugezylinders oder -kegeis mit 
der Auffangefläche (Fig. 600). 

Um den BerükrungsJcegd, des- 
sen Spitge in einem Pttnkte A liegt, 
an eine BotaHonsfläcke eu konstru- 
ieren, lege man einen beliebigen 
Parallelkreiskegel an die Fläche 
Ftg, too, (I^ig- ^1)- Bestimmt man den 

Schnittpunkt der Verbindungslinie 
der Spitze des Kegels and des Punktes A mit der Ebene des Berührungs- 
kreises, und legt Ton diesem Schnittpunkte aus die beiden Tangenten an 
diesen Kreis, so sind die beiden Berührungspunkte zwei Punkte der ge- 
suchten BerObrangskurre. 

Das zur Bestimmung mehrerer Punkte notwendige Zeichnen von 
Tangenten kann dadurch vereinfacht werden, daß man diese nicht in den 
verschiedenen Parallelkreisebenea zieht, sondern in deijenigen horizon- 
talen Ebene, die durch A geht. Die Berührungspunkte aller von dieser 
Ebene aus den einzelnen Parallelkreiskegeln herausgeschnittenen Kreise 
mit den von A aus an sie gezogenen Tangenten liegen dann auf einem 
Kreise über OA als Durchmesser und sind als Schnitt mit diesem Kreise 
bestimmt (Fig. 502). 

Vier Punkte der Berühningskurve ergeben sich direkt. Zieht man 
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Fig. SOI. PU' SOl- 

Qämlich TOD A aus in der Vertik&Iprojektdon die Tangenten an den Um- 
riß, so sind in den BerühmDgBpunkten diejenigen Punkte beatimmt, in 
denen die BprührnngsknrTe den Umriß berührt. 
Dieselben können sofort aof die Horizontalprojek- 
tion des Umrisses — den Durchmesser parallel 
der Projektion sachee — heruntergelotet werden. 
Ebenso bestimmen in der Horizontalprojektion die 
TaugenteD von Ä aus an den Umrißkreis die bei- 
den Punkte, in denen dieser von der Berühmngs- 
knrve berührt wird. Dieselben können sofort in 
die Vertikalprojektion dieses Kreises — den Äqua- 
tor — hinaufgelotet werden (Fig. 503). 

Außer diesen vier Punkten sind meistens nur 
noch ganz wenige Parallelkreiekegel nötig, um die 
BerQbruDgskurve zu bestimmeQ. 

Auch der höchste und tiefs'e Punkt der Berült- 
rungskurve kann leicht direkt ermittelt werden. 
Beide Punkte werden in der durch A gehenden 
Meridianebene durch die beiden Tangenten, die t( 
gelegt werden können, bestimmt. Dreht man di 




A an den Meridian 
I Meridianebene um 
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die RotatioDsachse, bis der Meridian mit dem Haoptmeridian zusammen- 
fällt, und zieht toh dem mitgedrehten Ponkte Ä an diesen die Tangenten, 
80 erhält man durch Zarflckdrehen 
der beiden BerDhningspunkte an 
Ort und St«lle den höchsten und 





tiefsten Punkt der Bertlhrangskurre (Fig. 504). Häu% genügen diese 
beiden Punkte zusammen mit den vier auf dem Umriß bestimmten 

Punkten bereits zur 
Festlegung der Berüh- 
rungskurre (Fig. 505). 
(renau in ders^ten 
Weise wird auch der 
Berührungszylinder be- 
stimmt, nur tritt anstelle 
der Verbindungslinie der 
Spitze eines Parallel- 
kreiskegels mit dem 
Punkte A eine Parallele 
zu den Zylindermantel- 
linien durch die Spitze 

eines Parallelkreis- 
kegels. 

Das Zeichnen der 
Tangenten in den einzel- 
nen Paraädh-eisebenen 
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kann hier dadnrch vermieden werden, daß man die Terschiedenen ParallelkreiS' 
kegel parallel mit sich selbst so TerrQckt, daß die Spitzen aller Kegel 
in denselbea Punkt der Achse (bei Fig. 506 in die Mitte der Achse) 
fallen, und daß man alle Eegel durch die Horizontalebene abschneide^. 
Die Berührungspunkte aller Grundkreise liegen dann auf einem Kreise 
über Oa als Durchmesser, wobei a die Horizontalspur der dnrch die 
gemeinsame Spitze aller Kegel gehenden Zylindermantellioie ist. 

Der Umriß hyperbolisdi gehiimmi^ Flächen eeigt häufig eine he- 
aehtenswerte Meriwürdigfeit. Diese kommt dann zustande, wenn be- 
stimmte Projektionsstrahlen nicht nur die Fläche berDhren, sondern gleich- 
zeitig auch Tangenten an die von dem projizierenden Zylinder — bzw. 
Kegel — bestimmte Berührungs- 
kurve sind (Fig. 506, Punkt 1, 
2, 3 und 4). Fällt aber eine Kur- 
Tentangente mit einem Projektions- 
strahl zusammen, so projiziert sich 
der Berührangspunkt als Eückkekr- 
punkt, wie bereits in § 115 gezeigt 
wurde (Fig. 507, Punkt 1, 2, 3 und 
4). Besitzt der Umriß einer hyper- 
bolisch gekrümmten Fläche auf 
diese Weise entstandene RQckkehr- 
punkte, so wird er ic diesen 
Punkten gleichzeitig unsichtbar; es scheint dann so, als ob der Umrifi 
mitten in der Fläche plötzlich aufhört oder gar allmählich verläuft. Beides 
kann natürlich nicht der Fall sein; der Umriß wird eben nur von den Bück* 
kehrpnnkten an durch die Fläche selbst zum Teil verdeckt, also unsichtbar. 

In praktischen Fällen ist es meist nicht notwendig, den ßückkehr- 
punkt genau zu bestimmen ab Punkt, in welchem die Flächentangente 
gleichzeitig die Kurve berührt, da derselbe durch Schätzung gewöhnlich 
mit genügender Genauigkeit bestimmt werden kann and zudem noch 
mehr oder weniger verschleiert erscheint. 

Mittels des Berührungszylinders und -kegela lassen sich nun auch 
die Aufgaben lösen, eine Tangentialebene durch eine gerade Linie an 
eine Fläche zu legen und eine Tangentialebene parallel einer Rich- 
tungsebene zu bestimmen. 

Zur BesHmmung einer TangentidlAene durch eine geg^ene Gerade 
bieten sich die folgenden vier Konstruktionsmöglichkeiten dar: 

1. Alan 1^ von einem Punkte der gegebenen Geraden einen Be- 
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rührungsk^el an die Fläche und an diesen eine Tangentialebene durch 
die g^ebene Gerade. 

3. Han legt parallel der gegebenen Geraden den Berübrungszylinder 
an die Fläche und an diesen durch die Gerade die Tangentialebene. 

3. Man legt Yon zwei Funkten der Geraden je den BerDbrungskegel 
au die Fläche und legt in dem Schnittpunkte der beiden so bestimmten 
Berührungskorren die Tangentialebene an die Fläche. 

4. Man legt von einem Punkte der Geraden den Berilhrungs- 
kegel und parallel der Geraden den Berührungszjlinder an die Fläche 
und bestimmt die Tangentialebene der Fläche im Schnittpunkte der 
beiden so bestimmten Berührungekurven, — Welcher dieser Tier Wege 
der zweckmäßigste ist, hängt Ton den jeweiligen Umständen der betref- 
fenden Aufgabe ab. 

Um eine TangeniiaM)ene parcdld einer geffebenen Ebene an die Flät^ 
tu legen, kann man entweder parallel zu einer beUebigen Geraden, die in 
der gegebenen Ebene liegt, den Ber Uh- 
rungezylinder an die Fläche legen und an 
diesen die Tangentialebene parallel der ge- 
gebenen Ebene, oder man wühlt in der ge- 
gebeneu Ebene zwei beliebige Geraden and 
\ legt parallel zu jeder von ihnen einen Be- 
I rühmngazylinder an die Fläche, nnd an den 
I Schnittpunkt der beiden so bestimmten Be- 
r Uhrungskur Ten die Tangentialebene. 

146. Die angenäherte Abwicklaog 
von BoUtionsfläcben. Die Abwicklung 
einer Rotationsfläche ist nur annäherungs- 
weise möglich; sie ist jedoch zum Übertra- 
gen von Ornamenten oder aus anderen 
Gründen, z. B, um einen Erdglobus mit be- 
drucktem Papier zu Überkleben, tou Wich- 
tigkeit. Durch die beiden Systeme von Kur- 
ven — Meridiane und ParcUldkreise — sind 
zwei Wege zur angenäherten Abu'icklung von 
Flächenstreifen vorgescftrieben. 

Ein Parallelkreiskegel hat das zwischen 
zwei unendlich nahen Parallelkreisen lie- 
gende Mantelstilck mit der Fläche gemein. 
RUckt man die beiden Parallelkreise um 
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eine endliche, aber kleine Entfemui^ aaseinander, so fällt die zwiscLen 
diesen beiden Ebenen liegende Zone des Kegelmantels und der Fläche noch 
annähernd zusammen. Die Flächenzone kann also angettähert <ds Kegd- 
manteUone abgewickelt werden. AIb Kegelmantel wird dabei derjenige be- 
nutzt, der die Rotationsöäche in dem in der Mitte zwischen den beiden 
ärenzmeridianen liegenden Meridian berührt. Die Länge dieses mittleren 
Meridians wird dann mittels kleiner Zirkelöfhung auf die Abwicklung 
Übertn^en {Fig. 508). 

Legt man an die Fläche einen Beruknmgsxylinder paraüd mit den 
Ebenen der ParaUelJcreise, so berührt derselbe die Fläche längs eines 




zylindrischen FlächenstQckes, das zwischen zwei unendlich nahen i&eri~ 
dianen liegt. Dreht man den einen der Meridiane um einen kleinen 
Winkel um die -Achse, so fällt das Fläckenstück der Eotationsfiäehe 
xioisdien den beiden Meridianen wenigstens noch annähernd mit dem 
Zylinder zusammen und kann daher als Zylindermantel abgewickdt werden. 
Zu diesem Zwecke rektifiziert man den in der Mitte zwischen den beiden 
Grenzmeridianen liegenden Meridian und bestimmt seine Schnittpunkte 
mit einer Anzahl von Parallelkreisen. Durch diese Punkte legt man 
senkrecht zum rektifizierten Meridian die aus der Horizontalprojektion 
entnommenen Stücke der einzelnen Parallelkreise, die zwischen den Grenz- 
meridianen liegen (Fig. 509). 
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Durch angenäherte Äbwieklang ist es auch leicht möglich, ein Flächen- 
muster in die Projektion der Fläche mt übertragen. So ist z. B. io 
Fig. 509 eine Anzahl gleich großer Kreise, deren Mittelpunkte in glei- 
chen Abständen auf dem Äquator liegen, auf die Rotationsfläche dadurch 
Abertragen worden, daß die einzelnen Ton zwei Meridianen begTetizt«a 
Flächenatreifen, auf denen je ein BJ-eis Hegt, als Zylinder abgewickelt 
wurden. 



146. Ebene Schoitte von Rotatlonsflftchen. Die Schnitikurve einer 
Sotationsflät^ mit einer Ebene ist dann nicht schwer zu bestimmen, 
wenn die Ebene senkrecht auf einer der 
Projektionsä>enen, e. B. der VertikaMtene, 
sldU. Einzelne Punkte der Kurve ei^eben 
sich dann direkt als Schnitte der Yertikal- 
spur mit einzelnen Parallelkreisen (Fig. 
510). Steht die Ebene nicht senkrecht 
auf einer der Projektionsebenen, so läßt 
sich diese Lage doch stets durch eine 
Transformation erreichen. 

Indessen laßt sich die Kurve 
auch da direkt bestimmen. Die einfachste 
Schar von Hüfsfiächen, von Flächen 
also, die mit beiden gegebenen Flä- 
chen die einfachsten Schnittkurren 
bilden, sind horitontale Ebenen; denn 
diese schneiden die gegebene Ebene 
in geraden Linien, die parallel der 
Horizontalspnr der gegebenen Ebene liegen, und die Rotations^che 
in Parallelkreisen, die in der Horizontalprojektion als konzentrische Kreise 
erscheinen. Jeder dieser Kreise bestimmt mit der zugehörigen Geraden 
zwei Punkte der gesuchten Kurve in der Horizoatalprojektion. Die zu- 
gehörigen Yertikalprojektioneu erhält man durch Hinaufloten auf die 
entsprechenden Vertikalprojektionen der Parallelkreise. In Fig. 511 ist 
die durch die Achse gehende und senkrecht auf der Horizontalspur der 
gegebenen Ebene stehende Ebene für die Schnittkurve S^rmmetralebene. 
Ihre Schnittlinie mit der gegebenen Ebene bestimmt zwei Punkte, 
die hier wegen der eingeschnürten Form der Kurve als höchster und 
tiefster Punkt von Wichtigkeit sind. Man erhält diese beiden Punkte, 
wenn man die genannte Symmetralebene dreht, bis sie in die Ebene des 
Hauptmeridians fällt. la dieser bestimmt man die Schnittpunkte der 
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gedrebtea Schnittgeraden mit dem Hauptmeridian ond dreht diese Ptiokte 
zurSck in die ursprüngliclie Lage der Sjmmetralebene. 

117. DnrchdrlDgang einer Botationsfläche mit einer Zylinder- 
nnd Kegelfläche. Wird eine Eotaiionsfiäche von einem vertikalen Zylinder 
geschnitten, so ergeben sich einzelne Punkte der Schnittkurve iß der 
Horizontalprojektion direkt als Schnittpunkte der Grundkurve des Zy- 
linders mit einer Schar Ton ParallelkreiEen (Fig. 512). Handelt es sich 
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am einea schiefen Zylinder, dessen Horizonlal^ur ein Kreis ist, bo wer- 
den beide Flächen wiederum durch eine Schar ixm korieotUalen Ebenen 
geschnitten. In jeder derselben sind d&nn zwei Punkte der gesuchten 
Schnittkurre als Schnittpunkte der von ihr aus den beiden Flächen 
herau^schuittenen Kreise bestimmt. Ist die HorizorUalspar eine kom- 
fiieieriere Kurve, so könnte man zwar einzelne Schnittpunkte auf die- 
selbe Weise konstruieren, doch hätte man dabei eine Anzahl von Kurven, 
die kongruent der Horizontalspar 
des Zylinders sind, zu zeichnen. 
Dieser Unbequemlichkeit kam) man 
durch einen Kunstgriff ans dem 
Wege gehen. Dieser besteht darin, 
daß mau jede der Hilfsebenen par- 
allel mit sich selbst in der Rich- 
tung der Mantellinie des Zylinders 
verschiebt, bis die ans dem Zylin- 
der herausgeBchnittene Kurve mit 
dessen Hör izon talspur zusammen- 
fällt. Um den Kreis in der ver- 
schobenen Stellung zu zeichnen, 
genügt es, den Mittelpunkt dessel- 
ben zu verschieben. Die in der 
Horizontalebene so bestimmten 
Schnittpunkte werden je längs einer 
Mantellinie des Zylinders auf den 
betreffenden Parallelkreis an Ort 
und Stelle zurückgeschoben. — 
Den höchsten und tiefsten Punkt 
der Kurve in Fig. 513 erhält man 
dadurch, daS man die obecste und 
unterste Mantellinie um die Achse dreht, bis sie in die Ebene des 
Hauptmeridians fallen, ihre Schnittpunkte mit diesem bestimmt und sie 
zurückdreht in die alte Lage. 

Dasselbe Verfahren des Verrflckens einer Hilfsääche in die Horizon- 
talebene kann in etwas modifizierter Weise auch augewendet werden, 
wenn es sicA um den Schnitt einer Hotntionsfläche mit einem Kegd kanddt 
(Fig. 514). Hier wird jede Hilfsebene so verrückt, daß sich der Mittelpunkt 
des aus der Rotationsfläche heriiusgesehnittenon Kreises anf einer geraden 
Linie, die durch die Spitze des Kegels geht, bewegt. Bei der Verrilckung 
denke man sich die aus den beiden Flächen herausgeschnittenen Kurven 
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ihre Dimensionen Btändig so verändern, daß die ans dem gegebenen 
Kegel berausgesclmittene Kurve immer auf dem Mantel desselben bleibt, 
wobei der aus der Rotationsfläche herausgescluiittene Kreis sieb so ver- 
ändert, daß er den Mantel eines Hilfskegela beschreibt, deeeen Spitze in 




Flg. Bit, 



der Spitze des gegebenen Kegels liegt. Hat man in dieser Weise eine 
Hilfsebeue in die Horizontalebene verschoben, so fällt die Schnittkorve 
des gegebenen Kegels mit dessen Horizontalspur zusammen, während der 
verschobene Mittelpunkt des Kreises die Spur einer durch die Spitze 
des Kegels und den Mittelpunkt des Kreises gehenden geraden 
Linie ist. 
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Der Radius dieseB Kreises wird in der Vertikalebene auf der Pro- 
jektioasaelise durch die Yerbindiuigslinie der Spitze des Kegels mit dem 
Mittelpunkt des Parallelkreiaes und durch die Yerbindungslinie der Kegel- 
spitze mit dem Endpunkte der Strecke, in die sich der Parallelkreis pro- 
jiziert, begrenzt. 

Die beiden so in der Horizontalebene erhaltenen Kurren, die auch 
als ZentralprojeJdion der in einer 
Hüfs^ene liegenden heiden Kurven 
aofge&ßt werden können, bestim- 
men durch ihre Schnittpunkte die- 
jenigen Kegelmantellinien, auf de- 
nen die durch die betreffende Hilfs- 
ebene bestimmten Punkte der ge- 
suchten Durchdringungskurre lie- 
1^ dieselben sind daher durch 
den Schnitt dieser Mantellinien mit 
dem Kreise an Ort und Stelle be- 
stimmt. 

14S. DnrehdriDguDg zweier 
BotationsflSchen. Sind die Achsen 
eweier sich schneidender Boiations- 
flächen parallel und senkrecht auf 
der Horizontalebene, so kann man 
einzelne Punkte der Schnittkuriffi 
leicht dadurch bestimmen, daß man 
beide Flächen durch eine Schar ho- 
rizontaler Ebenen schneidet (Fig. 
Fi(. sii. 515). In jeder Hilfsebene sind zwei 

Punkte durch den Schnitt der bei- 
den aus den Flächen herausgeschnittenen Kreise bestimmt. 

Schneiden sich die beiden Achsen der Eotations/tächen, so projiziere 
man dieselben so, daß eine Achse senkrecht auf der Horizontalebene, 
die andere parallel der Vertikalebene liegt. Als Hilfsflächen eignen sich 
hier eine Schar von konzentrischen Kugeln um den Schnittpunkt der 
Achsen als Mittelpunkt. Jede dieser Kugeln schneidet die beiden Eo- 
tationsflSchen in Kreisen, die sich in der Vertikalprojektion als gerade 
Linien darstellen. Der Schnitt derselben ist die Vertikalprojektion zweier 
sich deckender Punkte der Durchdringungskurre. Die zugehörigen Hori- 
zontalprojektionen erhält man durch Herunterloten auf den entsprechenden 




,yGooglc 



Durchdringung zweier RoUtionBfläch«D. 




Parallelkreis derjenigen BotatioDBÖäclie, deren Achse vertikal stellt 
(Fig. 516). 

Sind die Äi^isen beider RotaUonsfläckm windschief, oder handdi es 
sich um eine Rotationsfläche und eine hympliziertere andere Fläche, 
so wird im allgemeinen eine Schar horizontaler Ebenen am einfachsten 
zur Beatimmnng der Durchdringungskurre benutzt werden können. 
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XVUI. Kapitel 

Die Flaches zweiter Orduang als Rficknngsfläctaen. 

149. PolAre Beziehnngen. Eine Fläche zweiter Otdaang wurde 
bereite definiert als eine Fläche, die von jeder Geraden in zwei und nur 
zwei Punkten geschnitten wird, Aas dieser Definition folgt sofort, daß 
eine solche Fläche von einer Ebene in einem KegdsdtnUt ffe^nitten wird; 
denn die Schnittburre darf von jeder in der Ebene liegenden Geraden 
nnr in zwei Punkten geschnitten werden. 

Zieht man durch einen Punkt P außerhalb der Fläche eine Sekante s, 

die die Fläcfie in A imd B sehneidet, so entsteht sofort die Frage nach 

dem geometrischen Ort für den vierten har- 

\ Ä monischm Punkt zu P, A und B (Fig. 517). 

V^T'^/ !7^^^^^ ^1° diesen zu ermitteln, l^e man dnrch 

/yj .^Tt' /\ P eine beliebige Schnittebene nnd be- 

/ ,>;' / 1 j^^-X^ stimme mit Bezug auf die Schnittkurre 

( / \\%...-\--;^^ J die Polare j) zn P; sodann l^e man durch 

.,3ir"^ftVv<^^^ jX s eine zweite Schnittebene und bestimme 

"V^»j^ auch mit Bezug auf diese Schnittkurre 

f^ \p zu P die Polare p'. Ist dann S der 

y Fig. 51J. Schnittpunkt von p nnd s, so ist S der 

vierte harmonische Punkt zu P, A und B 
und muß daher anch auf p' liegen, p nnd p' müssen sich daher schnei- 
den. Ebenso müssen sich alle weitereu Polaren zu P schneiden, die 
man durch andere und andere, durch den Punkt P gehende Schnitt- 
ebenen erhält. Aüe Polaren eu P bestimmen somit eine Ebene n, die die 
Polarebene eu P mit Beeng auf die Fläche zweiter Ordnung h^ß. 

Liegt der Punkt P innerhalb der Fläche, so ergibt sich in ähnlicher 
Weise als geometrischer Ort für den vierten harmonischen Punkt zu 
P, A und B, wo A und B wieder die Schnittpunkte irgendeiner durch 
P gehenden Sekante der Fläche sind, wieder eine Ebene, die endlich, 
wenn P auf der Fläche selbst liegt, in die Tangential^ene in diesem 
Punkte übergeht, welche von der Gesamtheit aller durch P an die verschie- 
denen Schnittkurven gelegten Tangenten gebildet wird. 

Läßt man eine durch P — außerhalb der Fläche — gezogene Sekante da- 
durch zur Tangente werden, daß man ihre Schnittpunkte A nnd B zu- 
sammenfallen läßt, 80 ergibt sich, daß der Berührungspunkt in der Polar- 
ebene eu P liegen muß. Läßt man die durch P gehende Tangente an 
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der F^che entlang gleiten, so daß dieselbe den Mantel eines Bmihrungs- 
iegels beschreibt, so mQBseB alle Berübrungspunkte in der Polarebene zu 
P liegen. Die Beriihrangshurve des Kegds ist also identisch mit der Schnitt- 
kurve der Polarebene, ist also ein Kegdschnül (Fig. 518). 

Liegt ein Funkt R in einer Ebene x, so gebt die Polarebene tf zu 
B durcb den Fol P zu x, und umgekehrt: gebt eine Ebene ^ dnrch 




Flg. MS. Flg. sie. 

einen Punkt P, so liegt der Pol Ü zu p in der Polarebene » zu P 
(Fig. 519); bewegt eich also ein Punkt P in einer Ebene (f, so dreht 
sich die Polarebene » zu P um den Pol R zu q\ and amgekehrt: dreht 
sich .eine Ebene g am eioen Punkt P, so bewegt sieb der Pol ü zu p in der 
Polarebene tc zu P. Drebt sich demnach % um zwei Punkte, d. b. also um eine 




Gerade, so bewegt eich ihr Pol P gleichzeitig in zwei Ebenen, d. h. in der 
Schnittgeradeu derselben. Bewegt sich umgekehrt P auf der Schnitt- 
geraden zweier Ebenen, so dreht sich seine Polarebene » um zwei Punkte, 
d, h. um deren Verbindungslinie. Von swei Geraden p und p', die ein- 
ander in dieser Weise zugeordnet sind, heißt jede die Polare der anderen. 
Dieselben haben demnach die folgenden Eigenschaften: 

1. Für jeden Punkt auf p geht die Polarebene durch p und umge- 
kekri. 

2. Irgendeine Sekante, die p und p' in P und P' schneidet, wird von 
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der Fläche in A und S so gescknitien, daß A, B, P und P' vier harmo- 
nisdie Punkte sind (Fig. 520). 

3. L^ man durch p' eine helidnge Schnittebene, so liegt der Pol zu 
p' mit Beiug auf die Sckniltkurve auf p (Fig. 521). 

150. Das Rezlprozltätsgesetz des Baumes. Im Torigea Pam- 
graphen iat durch eine Fläche zweiter OrdnuDg jedem Punkte eine 
Ebene, jeder Geraden wieder eine Gerade und jeder Ebene ' ein Punkt 
zugeordnet worden. Dadurch läßt sich zu jeder räumlichen Konfiguration 
aus Punkten, Geraden und Ebenen eine andere aus Ebenen, Geraden 
and Punkten herstellen. Zwei Konfigurationen, die in dieser Weise durch 
VermitÜTing einer Fl&che zweiter Ordnung zueinander in Beziehung 
stehen, heißen reziprok. Durch diese reeiproke Beziehung lassen sich alle 
Eigensehaften der Lage einer räutnlichen Konfiguration auf eine andere 
derart übertragen, daß, wenn in der einen zwei Punkte auf einer Geraden 
liegen, in der anderen zwei Geraden durch einen Punkt gehen; li^eu 
drei Punkte in einer Ebene, so schneiden sich in der reziproken Kon- 
figuration drei Ebenen in einem Punkte; die Terbindungslinie zweier 
Punkte wird zur Schnittgeraden zweier Ebenen, und endlich der Verbin- 
dungeebene zweier paralleler Geraden entspricht die Schnittgerade zweier 
Ebenen. 

Wendet man dieses räumliehe Reziprozitätsgesetz auf Flächen da- 
durch an, daß man zu jedem Punkte einer Ftöche die Polarebene be- 
stimmt, Bo umhüllen alle diese Ebenen die zur ersten reziproke Fläche, 
und jeder Fläche «'"■ Ordnung wird eine andere «'"" Klasse eugeordrui. 

• 151. Hittelponlit, Dnrchmesser, AchseD and Uauptschiiitte der 
Flächen zweiter Ordnung. Wir wollen die polaren Beziehungen dazu 
benutzen, um wichtige ÄnfBchlüsse über die GeslaU der FVUiien sueiter 
Ordnung, namentlich auch über Symmetrieverhältnisse, zu erhalten. 

Betrachtet man den unendlich fernen Punkt als Pol, so werden die 
durch ihn gehenden Sekanten parallel, und die Polarebene wird durch 
die Mitten der durch die Fläche aus den Sekanten herausgeschnittenen 
Sehnen bestimmt. Eine solche Ebene heißt Diameträl^ene. Sie ist 
identisch mit der Ebene der Berührungskurve, die durch den Berührungs- 
zylinder parallel der Sehnenrichtung bestimmt wird (Fig. 522). Jede 
Diametralebene heiß den Sehnen konjugiert, die sie halbiert. Alle Dia- 
metralebenen gehen durch einen Punkt 0, der der Pol der unendlich 
fernen Ebene ist. Alle Sehnen, die durch gehen, werden durch diesen 
Punkt halbiert. Alle Schnittkurven, deren Ebenen durch ihn gehen, haben 
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in ihm ihren Mittelpunkt, er heißt daher der Mittelpunkt der Fläche zweiter 

Ordanng. Eine durch den Mittelpunkt gehende Sehne heißt Durchmesser. 

RQckt eine von zwei Geraden p und p', von. denen jede die Polare 

der anderen ist, etwa p' ins Unendliche, so werden alle darch p' 





gehenden Schnittebeoen parallel, und die Polare p zn p' wird durch 
die Mittelpunkte aller aus der Fläche herausgeschnittenen parallelen Kurven 
bestimmt; p wird also Durchmesser (Fig. 623). Der durch seinen Mittel- 
punkt gehende Parallelschnitt ist Diametralebene, und zwar diejenige, 
die zn p konjugiert ist (Fig. 524), denn die Polarebene des anendlich 
fernen Punktes von p muß durch die unendlich ferne 
Gerade p' gehen. Zwischen einer Diametralebene und 
dem zu ihr konjugierten Durchmesser findet also die 
gegenseitige Beziehung statt, daß die Diametraldene 
alle Bum honjugieiien Durchmesser parcüMen Sehnen 
halbiert, während der DitrtAmesscr alle zu seiner konju- 
gierlen Diametral^ene parallelen Schniithwen in deren 
Mittelpunkten trifft. 

Läßt man die Schnittebene so weit hinausrOcken, 
bis sie Tangentialebene wird, so ergibt sich, daß die 
Berührungspunkte der beiden paraUden Tangential^)enen 
die Endpunkte des Durchmessers sind, der eu der den 
Tangential^ienen paraUen Diamäralebene konjugiert ist. — Auch liegen die 
Spitzen aller Berührungshegel, die die Fläche in einem der ParaUdschniüe 
berühren, at^ dem konjugierten Durchmesser (Fig. 525); denn würde die 
Spitze nicht auf p liegen, so könnte die Ebene der BerUhruDgekurve 
dieses Kegels auch nicht durch die uneadlich ferne Polare ^ gehen, also 
nicht einer der Parallelschnitt« sein. 
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Drebt man eine Ebene am einen Durcbmesser und bestimmt fOr 
jede Sctinittkurve den zu diesem konjugierten Durchmeseer, so liegen 
alle diese auf der Diametralebene, die zu dem Durchmesser konjugiert 
ist, um den gedreht wurde (Fig. 526), denn jeder konji^erte Durch- 
mesBer in der Diametralebene ist der geometrieche Ort für die Mitten 
der Sehnen, die parallel zum Drehungsdurchmesser sind. Greift man in 
der Diametralebene, die zu einem Durchmesser a konjugiert ist, zwei 
unter sich konjugierte Durchmesser h und c willkürlich heraus, so bilden 
a, b und c ein Tripel ionjugierter Ihirchmesser (Fig. 527). Von ihnen 
ist jeder kanjugieri «m der Ebene der beiden anderen; denn wenn a zur 
Ebene von b und c konjugiert ist, und b zu c, so halbiert die Ebene durch 
a und c alle Sehnen parallel zu b. — Zu je zwei konjugierten Durchmessern 
ist ein dritter eindeutig bestimmt. — Die drei durch ein Tripel konjugierter 




DurcJimesser bestimmten Diamäraiebenen heißen gleichfalls konjugiert. Durch 
je zwei ist die dritte eindeutig bestimmt. 

Hat man drei konjugierte Diametralebenen und legt einen beliebigen 
Parallelschnitt zu einer derselben, so schneiden die beiden anderen aus 
der Schnittknrve zwei konjugierte Durchmesser heraus (Fig. 527). In zwei 
Parallelschnitten sind also sämtliche Paare konjogierter Durchmesser 
parallel. Daraus folgt, daß Parallelschnifte einer Fläche zweiter Ordnung 
ähnliche und ähnlidv liegende Kurven sind. Zwei ebene Figuren sind 
nämlich dann ähnlich, wenn die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
durch einen Punkt gehen, und entsprechende Geraden parallel sind (Fig. 528). 
Das ist aber bei zwei Parallelschnitten nach dem Gesagten der Fall, 
wenn man den einen parallel mit sich selbst und ohne ihn zu drehen 
verrückt, bis er, Mittelpunkt auf Mittelpunkt, in die Ebene des anderen 
fällt. Als entsprechende Geraden sind bei den beiden Kurven die durch 
die beiden Tangenten in entsprechenden Punkten bestimmte Eurvenele- 
mente anzusehen. 
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Damit sind aber die Flächen eweiter Ordnung t^rahlerisiert als 
Rückungsflächen. Sie können dadurch erzeugt werden, daß Yon zwei 
Kegelschnitten mit gemeinschaftlichem Durchmesser der eine sich so 
parallel bewegt, daß eich sein Mittelpunkt auf dem zum gemeinBaraen 
Durchmesser konjugiertea bewegt Dabei verändert er seine Geetalt der- 
art, daß er Bteta zur Ausgangsl^e ähnlich and ähnlich liegend — wenn 
auch in verschiedenen Ebenen — bleibt, und stets den festen Kegelschnitt, 
der dabei die Rolle einer Leitkurve übernimmt, schneidet. 

Ehe wir auf diese Weise die verschiedenen Typen der Flächen zweiter 
Ordnung erzeugen, wollen wir, um eventaell das Verfahren möglichst 
zu Tereinfachen, vorher noch untersueben, ob nicht ein Durchmesser 
existiert, der auf seiner konjugierten Diametral- 
ebene senkrecht steht. Da der Kegelschnitt der 
Diametralebene zwei aufeinander senkrecht ste- 
hende Achsen besitzt, so würde es dann ein Tri- 
pel von kor^uffierien 
Ihtrdimessern geben, 
von denen jeder auf 
den beiden anderen 
senkrecht steht. Zu 
diesem Zwecke stel- 
len wir die folgende 
Überlegung an. Un- 
ter allen möglichen Durchmessern der FUche wird — wenn Überhaupt 
ein endlicher vorhanden ist — einer der kleinste sein. Dieser bildet 
die kleine Achse von allen durch ihn hindurchgehenden Schnittellipsen, 
oder die reelle Achse aller Schnitthyperbeln. Dreht man also eine 
Schnittebene um diesen kleinsten Durchmesser (Fig. 529), so bestimmen 
die anderen Achsen der aus der Fläche herausgeschnittenen Kegelschnitte 
die zu ihm konjugierte Diametralebene; und zwar steht dieselbe auf 
ihm senkrecht, weil die sie bestimmenden Achsen der Schnittkurren 
alte senkrecht auf dem kleinsten Durchmesser der Fläche stehen. Es 
gibt also -drei konjugiert« Durchmesser, von denen jeder senkrecht auf 
den beiden anderen steht (Fig. 530); dieselben heißen Achsen der 
Fläche und die durch sie bestimmten Diametralebenen Hauptschnitte. 
Letztere sind zugleich Symmetralebenen. Jede von ihnen teilt die Fläche 
in zwei symmetrische Hälften; durch alle drei wird dieselbe in add kon- 
gruente oder symmetrische OManten zerlegt. 

Es sei noch bemerkt, daß der kleinste Durchmesser audt gleich Null 
sein kann; dann schneidet eine Ebene, die durch den Mittelpunkt der 
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Fläche geht, diese in zwei eich Bchneidenden geraden Linien, d. h. die 
Fläche ist der Eegel zweiter Ordnung. — Der Fall, daB der Mittelpunkt 
Idb Unendliche fällt, ist noch besonders zu betrachten. 

153. ErzeaguDg der Flächen zweiter Ordonng als BftckoBgs- 
flftchen. Anknüpfend an die Existenz dreier HanptBchnitte, von denen 
jeder auf den beiden anderen senkrecht steht, kann eine Fläche JSweUer 
Ordnung dadurch als Büchtngsfläche erzeugt werden, daß ein Kegdschnitt 
und dessen eine Achse als Leitlinien dienen, während ein anderer Kegd- 
schnitt als Erzeugende sich so bewegt, daß seine .E&me beständig senh-eckt 
zur Achse des ersten ist, daß sein Mittelpunkt auf dieser Achse tmä gwei 
Seheitelfiunkte auf dem anderen Kegelschnitt gleiten, während seine Form 
sich ewar ständig ändert, die einednen Lagen aber aUe ähnlich und ähn- 
lich liegend sind. — Je nach dem Typus der Leitkorve und der Erzeu- 
genden erhält man verschiedene Typen da- Flächen gweiter Ordnung. Es 




sei vorweg bemerkt, daß durch Gleiten eines Kegelschniites K^ an einem 
anderen K^ diesdhe Fläche entsteht, wie durch Gleiten von K^ an K^. 

1. Es sei zunächst die Erzeigende eine EUipse. 

Ist die Leitkurve 

a) eine EUipse, so entsteht das Ellipsoid (Fig. 531), 

b) eine Parabel, so entsteht das Paräbokiid (Fig. 532), 

c) eine Hyperbel mit reeUer Achse, so entsteht das zweimantdige Byper- 
holoid (Fig. 533), 

d) eine Hyperbel mit imaginärer Achse, so entsteht das einmanidige 
Hyperboloid (Fig. 534). ZerfäUt die Leitkurve 

e) in zwei sich schneidende Geraden, so entsteht der Kegd zweiter Ord- 
nung (Fig. 441). Zerfällt die Leitkurve 

f) in zwei parallele Gerade, so entsteht der elliptische Zylinder (Fig. 440). 
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Der K^el erBcheiDt hierbei ala MiUelglied oder Übergacgstypus 
zwischen dem ein- und zweimanteligen Hyperboloid. 

II. Es sei nanmehr die Erzeugende eine Parabd, die man sich hier 
zwechmäSig als eine Ellipse, wie sie im Falle I als Erzeugende benutzt 
wurde, vorstellt, — eine Ellipse, bei der ein Scheitel und der Mittel- 
punkt ins Unendliche fällen. 

Daraus, da8 der Mittelpunkt der Erzeugenden ins Unendliche fällt, 
folgt sofort, daß auch die Leitachse der Leitkurve ins Unendliche fallen 
muß. Auch ist zu beachten, dafi hier aus den ähnlichen Ellipsen utder 
Ijetd kongrttenle Parabeln werden, weil der Ahnlichkeitspunkt der Mittel- 
punkt der Kurve ist, der bei der Parabel ins Unendliche fällt (Fig. 535). 
a) Ist die Leitkurve eine Ellipse, so muß ihre Leitachse, wie eben ge- 
sagt, ins Uneodliche fallen, d. h. die Leitkarve muß gleichfalls eine 
Parabel sein. Es entsteht das Parahohid (Fig. 536). Man könnte 




die unter I b) erzeugte Fläche elliptisckes Parahdoid, und die unter 
II a) erzeugte F^che parabolisches Paraboloid nennen. Beide Flächen 
sind aber von demsdben Typus, was daraus hervorgebt, daß die Schnitte 
des parabolischen Paraboloids senkrecht zur Achse der Leitkarve 
wieder Ellipsen sind. 

b) und c) Soll die Leitkurve eine Parabel oder eine Hyperbel mit reeller 
Achse sein, so läßt sich dadurch eine Fläche nicht erzengen, weil die 
Achse der Parabel, bzw. die reelle Achse der Hyperbel nicht ins Un- 
endliche fallen kann. 

d) Ist die Leitkurve eine Hyperbel mit imaginärer Achse, so muß diese 
ins Unendliche fallen, die Hyperbel also zur Parabel werden. Wäh- 
rend aber unter II a) die Achsen der leitenden und der erzeugenden 
Parabel nach derselben Seite gerichtet sind (Fig. 537), ist jetzt die 
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Achse der Erzeugenden entgegengesetzt der Achse der Leitparabel 
gerichtet (Fig. 538). Man erhält ein Parabohid, das aber keine dlip- 
tischen Schnitte besitzt, abo einen anderen Typus als das unter I b) 
und II a) erzeugte darstellt (Fig. 539). Man nnterscheidet die beiden 
Typen als elliptisches und hyperbdisches Paraibohtd. 




e) und f) Zerfällt die Leitkurre in zwei gerade Linien, so muß eine von 
diesen ins Unendliche fallen. Man erhält den parabolischen Zylinder 
(Fig. 442). 
III. Ist endlich die Ergeuffende eine Hyperbel, so erhält man keine 

neuen Typen der Flächen zweiter Ordnung. 





a) Ist die Leitkurre eine Ellipse, so erhält man das einmantdige Hyper- 
boloid (Fig. 540), 

b) eine Parabel, so erhält man das hyperbolische Paraboloid (Fig. 541), 

c) eine Hyperbel mit reeller Achse, so entstellt das aweimantdige Hyper- 
boloid (Fig. 542). 

d) eine Hyperbel mit im^närer Achse, so entsteht das einmanielige 
Hyperboloid (Fig. 543). Zerfällt die Leitkurre 

e) in zwei sich schneidende Gerade, so wird der Kegä, zweiter Ordnung 
ep7,e.gl (Fig. 544). 



„Google 



Eneugnng der Flächen zweiter Ordnung. 



f) Nor wenn die Leitkurre in zwei parallele Geraden zerfällt, ergibt eich 
ein neuer Typus des Zylinders, der hyperbolische Zylinder (Fig. 443). 




IV. ZerfäUt der erzeugende Kegelschnitt endlich in etvei gerade lAnien, 
80 bann eine Fläche nur dann erzi^ugt werden, wenn die Leitkurve gleich- 
üalls zerfällt. Die F^che zweiter Ordnung zerfällt dann ebenfalls in 
zwei Flächen erster Ordnung, d. h. in sncei Ebenen (Fig. 545). 

153. ZasamineDsetziing der FlSchen zveiter Ordnung ans 
Punkten elliptischer, parabolischer and hyperholischer Krümmung. 

Die einzelnen Typen der Flächen zweiter Ordnung erhält man auch da- 
durch, daB man dieselben zusammensetzt aus Punkten elliptischer, para- 
bolischer und hyperbolischer Krümmung. Dabei ist ea von Tomherein 
klar, daß auf einer und derselben Fläche nicht gleichzeitig elliptische und 
hyperbdische Funkle existieren können, weil sonst eine Trennnngslinie 
parabolischen Charakters vorhanden sein mllSte, in deren Punkten die 
Tangentialebene von der Fläche in einer Kurve mit RUckkehrpnnkt ge- 
schnitten werden würde. Eine Kurve zweiter Ordnung mit Rückkehr- 
punkt gibt ea aber nicht. Es sind also nur drei Gattungen von Flächen 
möglich, nämlich I. Flädien mit elliptischen Punkkn, ü. mU hyper- 
bdischen und 111. mit parabolischen PunJcten. 

Innerhalb jeder dieser drei Gattungen unterscheiden sich die eimdnen 
Typen noch durch ihr Verhalten im Unendlichen. Die Fläche kann näm- 
lich von der unendlich fernen Ebene a) nicht geschnitten, b) berührt 
und c) geschnitten werden. 

I. Flächen zweiter Ordnung eUipltscher Krümmung. 
a) Schneidet die onendlich ferne Ebene nicht, so erhält man das El- 
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b) berührt sie, so erhält man das eüiptisehe Paraboloid, and man erhält 

c) das zweimantelige Hyperbolmd, wenn die anendlich ferne Ebene die 
Flätrhe schneidet. 

II, Flächen zweiter Ordnung hyperbolis(^r Krümmung. 
s) Flächen, die nur Punkte hyperbolischer Erfimmung besitzen, müseea 
unter allen Umständen aucb unendlich ferne Punkte besitzen; daher gibt 
es keinen Typus der Flächen zweiter Ordnung hyperbolischer KrQmmnng, 
der Ton der unendlich fernen Ebene nicht geschnitten wird. 

b) Berührt die unendlich ferne Ebene die Fläche, so erhält man das 
hyperbolische Paraholoiti, und wenn 

c) die unendlich ferne Ebene die Fläche schneidet, so ist sie ein ein- 
manleliges Hyperboloid. 

IIL Flächen zweiter Ordnung parabolischer Krümmung. 

Die einzige Fläche parabolischen Charakters ist der Kegd aweiter 
Ordnung. Diese gebt dann in einen Zylinder über, wenn seine Spitze 
im Unendlichen liegt, nnd zwar ist es ein dliptischer Zylinder, wenn die 
unendlich ferne Ebene ihn nicht längs einer Mantellininie schneidet, ein 
par(d)oUscher Zylinder, wenn die unendlich ferne Ebene ibn längs einer 
Hantellinie berührt, und endlich ein hyperbolischer Zylinder, wenn die 
unendlich ferne Ebene ihn in einer Mantellinie schneidet 

Bei der Unterscheidung der beiden Paraboloide durch den Zusatz 
elliptiscbea, bzw. byperboliscbea kommt demnach gleichzeitig die Krüm- 
mung der Fläche zum Ausdruck. Aus demselben Grunde wird das zwei- 
mantelige Hyperboloid auch dliptisches, das einmanläige hyperholisckes 
Hyperboloid genannt. 

154. Das Elllpsotd. Da das EUipsoid von der unendlich fernen 
Ebene weder berührt noch geschnitten wird, so besitzt es nvr eUiptisehe 
Schnitte. Alle Durchmesser uad Achsen sind daher reell. Dasselbe gilt 
anch von den rfm elliptischen Hauptsdtnitten, von denen je zwei eine 
Achse gemeinsam haben. Die Achsen unterscheidet man als große, mitt- 
lre und Meine Achse und bezeichnet ihre halben Längen mit a, b and c. 
Ihre sechs Endpunkte heißen Scheitelpunkte. 

Ist die Erzeugende ein Kreis, so heißt die Fläche Eotatimisdlipsoid. 
Dasselbe kann auch durch Drehung einer Ellipse um eine ihrer Achsen 
erzeugt werden. Erfolgt die Rotation um die kleine Achse, so heißt die 
Fläche abgeplattetes —, erfolgt sie um die große Achse — gestrecktes Rotations- 
ellipsoid. In einem Rotationsellipsoid sind zwei Achsen einander gleich; 
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ihre Lage dag^en innerhalb dea kreisförmigen H&uptschnittes ist unbe- 
stimmt. Das gestreckte RotationseUipsoid besitzt zuei Brennpunkte, die 
Ton sämthchen Brennpankten der Schnittellipsen, die dnreh die große 
Achse gehen, gebildet werden. Beim abgeplatteten Rotationsellipsoid 
beschreiben die Brennpunkte der rotierenden Ellipse einen Brenhkrets. 
Im ersten Falle ist die Abstandssumme aller Flüchenpunkte von den 
beiden Brennpunkten konstant. Beim abgeplatteten Rotationsellipsoid 
bestimmt der Brennkreis die Brennpunkte für alle durch den Mittel- 
punkt hindurchgehenden Schnittellipsen. 

Das allgemeine Ellipsoid kann aus dem Rotationsellipsoid dadurch 
entstanden gedacht -werden, daß alle Kreisordinaten bestimmter Richtung 
proportional verkürzt oder verlängert worden sind. 

Wird nicht nur die Erzeugende, sondern auch die Leitknrve ein 
Kreis, so entsteht die Kvgel. Bei dieser sind demnach alle Achsen ein- 
ander gleich, ihrer Lage nach jedoch unbestimmt. Irgend drei aufeinander 
senkrecht stehende Durchmesser können als Achsen angesehen werden 
Aus der Kagel geht das Rotationsellipsoid durch proportionale Verkür- 
zung oder Yerlängerung der vertikalen Ordinaten hervor. Da aus diesem, 
wie angegeben, das allgemeine Ellipsoid erzengt werden kann, so sind 
sämtliche Formen des ElUps&ids durch sukzessiven Vbergang aus der Kvgel 
eu erseugen. 

Das allgemeine Ellipsoid kann auch direkt durch Bewegung eines 
Kreises erzeugt werden. Es existierfn nämlich bei jedem Ellipsoid 
ewei Systeme paralleler Kreisschnittc. Zu diesen gelangt man durch fol- 
gende Überlegung: Dreht man eine beliebige durch die mittlere Achse 
gehende Schnittebene um diese, so bleibt sie aus Symmetriegründen für 
alle herausgeschnittenen E^ipsen Achse. Die anderen Achsen derselben 
sind bald größer, bald kleiner als die mittlere Achse, je nachdem die 
Schnittebeue in der Nähe der großen oder der kleinen Achse verläuft. 
Es muß also eine Lage der Schnittebene geben, für welche die zweit« 
Achse gleich der mittleren des Ellipsoids ist. Die Schnittkurve ist doiiin 
ein Kreis, und da alle Parallelschnitte ähnlich sind, sind dieselben alle 
Kreise, deren Mittelpunkte auf dem konjugierten Durchmesser liegen. 
Aus Symmetriegründen gibt es zwei Kreisschnitte durch den Mittel- 
punkt, die symmetrisch zu den Hauptschnitten liegen und sich in der 
mittleren Achse schneiden. Zu jedem System paralleler Kreisschnitte 
gibt es einen konjugierten Durchmesser; die vier Endpunkte derselben 
bestimmen auf dem durch a und c gehenden Hauptschnitt vier Punkte, 
die Nabelpunkte heißen. In ihnen hat die Berührungsebene mit dem El- 
lipsoid einen unendlich kleinen Kreis gemeinsam, sie heißen daher 
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anch Krei^arikle. In allen übrigen Fläcbenpunkten hat die Tangential- 
ebene mit der Fläche eine unendlich kleine Ellipse gemein. Die Kon- 
slrukti&n der Kreisschnitte ist dadurch gegeben, daß der Durchmesser des 
größten Kreises gleich der mittleren Achse des EUipsoids ist. Schlägt man 
also um den Mittelpunkt des durch a und c gehenden HaopschnitteB einen 
Kreis mit b, so ist durch die vier Schnittpunkte 
die Lage der durch den Mittelpunkt gehenden bei- 
den Kreisschnitte bestimmt (Fig. 546). 

Bei einem Botationseüipsoid fallen beide Sy- 
steme der Kreisschnitte zusammen, damit auch 
die beiden zu ihnen konjugierten Durchmesser, 
so daß auch je zwei Nabelpunkte in die Endpunkte 
der Rotationsachse zasammenfallen. — Bei der 
Kugel ist die Lage der parallelen Kreisscbnitte 
unbestimmt geworden, jeder Schnitt ist ein Kreis, 
jeder Flachenpunkt ein Nabelpunkt. 

Infolge der Existenz paralleler Kreisscbnitte 
kann jedes aligemeine EUipsoid auch tinter Benutatng eines Kreises als 
Ereeugende entstanden gedacht werden. Der Mittelpunkt desselben bewegt 
sich dabei auf ijemjenigen Durchmesser der Leitellipse, der zur Richtung 
der parallelen Kreisebenen konjugiert ist. 




155. Das elliptische Parabolold. Beim elliptischen Paraboloid 
fällt ein Scheilelpankt, aber aiich nur dieser, ins Unendliche, da die un- 
endlich ferne Ebene die Fläche berührt, und da, wenn man die Fläche 
um die Achse, deren Eudpunkt im Unendlichen liegt, dreht^ keine Schnitt- 
punkte der Fläche mit der unendlich fernen |)bene auftreten dürfen. Da 
der Mittelpunkt der Pol der unendlich fernen Ebene, diese aber Tan- 
gentialebene ist, so fällt auch der Mittelpunkt der Fläche ins unendliche. 
Das elliptische Paraboloid hat daher im Endlichen nur eine Adise, einen 
S^eitelpunkt und zwei parabolische Hauptschnittc. Alle Durchtnesser 
sind parallel der Achse. Alle Beziehungen zwischen konjugierten Durch- 
messera und Diametralebenen bleiben im Übrigen bestehen. 

Jeder Schnitt parallel der Achse schneidet die Fläche in einer Parabel, 
jeder andere, da er keinen unendlich fernen Punkt hat, m einer Ellipse. 
Hyperbolische Schnitte sind nicht möglich, da sonst die Schnittkurve 
von der anendlich fernen Ebene geschnitten werden müßte. Alle par- 
allelen Ellipsenschnitte sind wieder ähnlich, jede Scitar paralleler Parabel- 
schniUe enthält, wie schon in § 152 erwähnt, lotigrvente Parabdn. 

Werden die beiden parabolischen Hauptschnitte kongruent, so heißt 
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die Fläche R(datiomparabol<nd. Dasselbe kann auch darch Eotation einer 
Parabel am ihre Achse erzengt werden. Es besitzt^ ähnlich wie das ge- 
streckte RotationsellipBoid, einen Srenti^hkt, außerdem eine Direklrixy 
ebene, die dadurch entstanden gedacht werden kann, daß man die Direk- 
trix der Parabel mit dieser gleichzeitig rotieren läßt Das Rotations- 
paraboloid erscheint dann als geometrischer Ort für edle Punkte, die 
vom Brennpunkt und der Direktrixdiene gleichen Abstand haben. Denkt 
man sich das Innere der Fläche spiegelnd, so werden alle Brennstrablen 
infolge der gleichen Eigenschaft der rotierenden Parabel parallel der 
Achse reflektiert. Hierauf beruht die Wirkung von parabolischen Brenn- 
spiegelu, parabolischen Reflektoren, Hörrohren usw. 

Aus dem Rotationspar ab oloid entsteht das allgemeine Paraboloid durch 
propoHionale Verkürzung oder Verlängerung der vertikalen Ereisordinaten. 

Die beiden Systeme paralleler KreisschniUe, die beim Ellipsoid vor- 
handen sind, existieren auch beim Paraboloid. Sie sind parallel den 
großen Achsen der elliptischen Xormalschnitte. Ein beliebiger Kreis- 
schnitt bat als Durchmesser die große Achse derjenigen Ellipse, durch 
deren Mittelpunkt er hindurchgeht. Er ist also in ähnlicher Weise wie 
beim Ellipsoid zu konstruieren. Da ewei NabelpunMe ins Unendliche 
fallen, liegen im Endlichen nnr zwei, und zwar in demjenigen Haupt- 
schnitt, der durch die kleine Achse eines elliptischen Normalschnittes 
hindurchgeht. 

Das al^emeine elliptische Paraboloid kann daher in ähnlicher Weise 
wie das Ellipsoid durch einen Kreis erzeig werden. 

156. Das elliptisclie Hyperboloid. Das elliptische Hyperboloid hat 
einen imaginären Hauptschuitt und zwei redle hyperbolische SauptschniUe, 
zwei imaginäre und eine reelle Äefise, an deren Enden die Fläche ewei 
Scheitel besitzt. 

Da die F^he Ton der oaendlich fernen Ebene geschnitten wird, so 
liegt deren Pol, d. h. der Mittelpunkt der Fläche, außerhalb der^lben. Es ist 
also möglich, von dem Mittelpunkte ans einen Beruh rnngskegel an die 
Fläche zu legen. Die Ebene der Berührungskurve muß wieder die Polar- 
ebene des Mittelpunktes sein; daher liegt dieselbe in der unendlich fernen 
Ebene; die Fläche besitzt also einen asymptotischen Kegel, dessen Spitze 
im Mittelpunkte liegt. Jede Ebene durch den Mittelpunkt schneidet die 
Fläche und den asymptotischen Kegel in einer Hyperbel und ihren 
Asymptoten. Zieht man innerhalb einer soleben Ebene eine beliebige 
Stfkante, so sind nach einem auf S. 185 bewiesenen Satze die beiden Stücke 
derselben, die zwischen der Hyperbel und den Asymptoten liegen, ein- 
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ander gleich. Fafit man die Sekante als Schoittlinie der Fläche auf, so 
gilt daher der Satz: die beiden Stücke einer beliebigen Sekante eines eüip- 
tisehen Hyperboloids, die zwischen der Fläche und üirem asymptotisdien 
Kegel liegen, sind einander gleich. 

Legt man dnrcb die Fläche and ihren asymptotischen Regel einen 
ganz beliebigen ebenen Schnitt, so entstehen zwei Schnittknrren. Nach 
dem soeben angegebenen Satze sind die StOcke je einer von 
mehreren parallelen in der Schnittebene liegenden Sekanten, 
die zwischen den Kurven li^en, einander gleich (Fig. 547). 
Daher sind die konjugierten Durchmesser dieser Sekanten 
für beide Kurven identisch. Die Knryen sind also ähn- 
lich und ähnlich lif^end. Man hat somit den Satz: das 
eUiptiscke Hyperboloid und sein asymptoHsdter Kegd werden 
von einer Ebene in zwei ähnlichen und ähnlich liegenden 
Kurven geschnitten. 

Nach diesem Satze sind auch die Typen der beiden Kurven Bt«ts 
dieselben, da aber jeder Kegel Ellipsen-, Hyperbel- und Parahelschnitte 
hat, so sind auch bei der Fläche alle drei Typen der Kegdsdmitte als 
Schnittkurven möglich. Dabei ist es nicht schwer, für jede SchniüAene 
sofort den Typus der Schniitkurve aneugd)^; man hat nur durch den 
Mittelpunkt der Fläche eine Ebene parallel zu der Schnittebene zu legen; 
schneidet diese Parallelebene den asymptotischen Kegel nicht, außer in 
seiner Spitze, so ist die Scbnittkurve der Fläche eine Ellipse; berührt 
sie den Kegel längs einer Mantellinie, so ist die Kurve eine Parabel; 
schneidet sie den Kegel, so ist die Kurve eine Hyperbel. 

Werden die beiden reellen hyperbolischen Hauptschnitte kongruent, 
so heißt die Fläche elliptisches Rotationshyjterboloid. Dasselbe kann anch 
durch Drehung einer Hyperbi;l um ihre reelle Achse erzeugt werden. 
Rotieren dabei die Asymptoten auch mit, so beschreiben diese den asym- 
ptotischen Kegel — Das Hotationsellipsoid besitzt suei Brennpunkte auf 
der Rotationsachse; die Dijferene ihrer Abstände von einem beliebigen 
Flächenpunkle i:it konstant. Das altgemeine elliptische Hyperboloid kann 
durch proportionale Verkürzung oder Verlängerung aller Kreisordinaten 
in bestimmter Richtung aus dem Rotationshyperboloid erzeugt werden. 
Ähnlich wie das elliptische Paraboloid, besitzt auch das Hyperboloid 
zwei Systeme paralleler KreissdinOte, die parallel mit der großen Achse 
der elliptischen Normalschnitte, symmetrisch zn den beiden reellen Haupt- 
schnitten liegen. Es existieren daher auf der Fläche auch vier Nabel- 
punkte, die in derjenigen Hauptebene liegen, die durch die kleine Achse 
eines elliptischen Normalschnittes geht. 
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Äucli das allgemeine elliptische Hyperboloid kann daher durch Be- 
nutzung eines Kreises als Erzeugende gewonnen werden. 

167. Kegel and Zylinder zweiter Ordnong, Die EigeDBchafteo 
des Kegels und ZjUnderg sind bereits besprochen. Beide können als 

Degeneration eines Hyperboloids aufgefaßt werden. Auch ewei Systeme 
paralleler Kreisschnitte sind vorhanden. Jede Kegelfläche erceiter Ordnung, 
gleichgültig, ob als Leitkiirye eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel be- 
nutzt wurde, hann daher als schiefer Kreiskegd a/ufgefa^ und durch Be- 
miieang eines Kreises als Ereeugende gewonnen werden. 

Dasselbe gilt anch vom ellipHschen Zylinder. Dagegen besitzt der 
parabolische und der hyperbolische Zylinder nur parabolische, bzw. hyper- 
bolische Schnitte. 

ISS. Das hyperbolische Uyperl>oIoid. Bei dem hyperbolischen 
Hyperboloid sind alle drei Hauptsdmitte redl, und zwar zwei von ihnen 
hyperbolisch, einer elliptisch; der letzte heißt auch die Kehldlipse. Zwei 
Achsen sind reäi, eine ist imEgioät; daher besitzt die 
Fläche vier Scheitelpunkte. 

Da auch diese Flache von der unendlich fernen 
Ebene geschnitten wird, so muß ihr MiUdpuiikt außer- 
halb liegen und Spitze eines asymptotischen Kegels 
sein. Während aber beim elliptischen Hyperboloid 
die Fläche innerhalb des Kegels 1^, liegt das hyper- 
bolische Hyperboloid ganz außerhalb desselben. Um- | 
gekehrt dagegen liegt der Kegel bei beiden Hyperbo- 
loiden außerhalb der Fläche (Fig. 548). 

Auch hier gilt der Satz: Hie beiden Stücke einer 
beliä)igen SekarUe, die zwischen der Fläche und dem a^mptotischen K^d 
liegen, sind gleich. Fläche und asymptotischer Kegel werden auch beim hy- 
perbolischen Hyperboloid in ähnlichen und ähnlich Uzenden Kurven ge- 
scJtnitten. Daher gibt es auch hier Ellipsen-, Parabel- und Hyperbel- 
schnitte, je nachdem eine durch den Mittelpunkt zur Schnittebene ge- 
legte Parallelebene den Kegel außer der Spitze nicht mehr schneidet, 
diesen längs einer MantelUnie berOhrt oder ihn schneidet. Zu den 
Hyperbelschnitten gehören auch zwei sich schneidende gerade Linien, wie 
später gezeigt werden wird. 

Werden die beiden hyperbolischen Hauptschnitte kongruent, so 
werden die Kehlellipse und alle Parallelachnitte zu ihr Kreise; die Flä- 
che heißt dann hyperbolisches Sotationshyperboloid. Dasselbe kann auch 
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durch Drehung eioer Hyperbel am ihre imaginäre Achse erzeugt werden, 
deren Asymptoten dabei den asymptotischen Kegel beschreiben, wäh- 
rend ihre Brennpunkte den Brennkreis der Fläche bilden. Das allge- 
meine hyperbolische Hyperboloid kann aus der Rotationsfläche durch 
proportionale Yerkfirzung oder Yerläugeruag aller Kreisordiuaten in be- 
stimmter Richtung gewonnen werden. 

Wiederum existieren zwH Systeme paralleler Kreisscftnitte, die iden- 
tisch mit den Kreisschnitten des asymptotischen Kegels sind. Nabelpunkie 
dagegen gibt es nickt, da keine Tangentialebene parallel mit den Kreis- 
schnitten gelegt werden kann. Der konjugierte Durchmesser zu jedem 
elliptischen Schnitt ist nämlich Imt^när und schneidet daher die Fläche 
in keinem reellen Punkte. 

Zu jedem Kegd gibt es eine Schar eHiptiseker und eine StJtar hyper- 
boliacker Hyperboloide, für welche dieser Kegel asymptotisch^' Kegel ist. 
Alle Flächen werden von einer Ebene in ähnlichen und ähnlich liegen- 
den Kurven geschnitten. Die beiden Systeme paralleler Kreieschnitte 
sind für alle Flächen parallel. 




Da das hyperbolische Hyperboloid nur Punkte hyperbolischer Bjüm- 
mung hat, so muB jede Tangentialebene der Fläche diese in einer Kurve 
mit Doppelpunkt schneiden, die sich beim parallelen Verrücken der 
Tangentialebene nach zwei Seiten hin hyperbelartig öffnet. Das ist aber 
nur möglich, wenn die von der Tangenlial^ne aas der Fläche heraus- 
geschnittene Kurve gweiier Ordnung in zwei sich im Beriikrangspitnkie 
sdinädende Gerade» verfällt (Fig. 549). Verrückt man die Tangential- 
ebene ein wenig parallel mit sich selbst, so öffnen sich zwei Scheitelwinkel 
der Geraden zu einer Hyperbel (Fig. 550); verrückt man die Tangentialebene 
nach der anderen Seite ein wenig, so Öffnen sich die beiden anderen 
von den Geraden gebildeten Scheitelwinkel zu einer Hyperbel (Fig. 551). 

Die beiden vort einer Tangentialebene aus einer Fläche geschnittenen 
Geraden sind identisch mit den beiden Ilaupttangenten des Beriihrungs- 
jmnktes. Der Krümmungsradius fSr einen Schnitt, der durch eine dieser 
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Geraden und die Normale im BerUhrangspunkte geht^ ist also noend- 
lich groß. 

Da in jedem Punkte der Fläche durch die Tangentialebene zwei ge- 
rade Linien, die ganz auf der Fläclie liegen, bestimmt werden, so gibt 
es auf der FUche eteei Sehta-en gerader Linien, die in ihrer Gesamt- 
heit die Fläche iüden und Mantdlinien heiße». Um eine Vorstellung 
Tom gegenseitigen Verhauen dieser beiden Staren von ManteUini^ zu er- 
langen, denke man sieb zunächst ein Rotatiousbyperboloid. Für dieses 
kann jede TCurve seiner Oberfläche nachträglich als Erzeugende eingesetzt 
werden. Wählt man also als Erzeugende eine der durch einen Punkt A 
gehenden beiden Oeradea m, so bildet diese in den verschiedenen Lagen, 
die sie bei der Rotation einnimmt, die eine Schar der Mantellinien. Die 
andere Schar wird durch die andere durch A 
gehende Gerade n durch Rotation gebildet. 
Jede Gerade m ist zu jeder anderen Geraden m 
windschief; dagegen schneidet jede Gerade m 
jede Gerade n (Fig. 552). Läßt man nunmehr 
das Rotationsbyperboloid durch proportionale 
Verkürzung der Kreisordinaten in einer be- 
stimmten Richtung in das allgemeine Übergehen, 
so wird dabei aus jeder Geraden wieder eine 
Gerade, und in dem gegenseitigen Verhalten 
der beiden Scharen von Mantellinien ändert sich 
nichts. Umgekehrt ist jede Ebene, die durch ' 
eine Gerade m und eine Gerade n geht, Tangential- 
ebene, deren Berührungspunkt im Schnittpunkt von m und n li^. 
Legt man eine beliebige Ebene durch eine Gerade m, so muß sie die 
Fläche in einer Geraden n schneiden; denn wenn ein Teil einer Kurve 
zweiter Ordnung geradlinig ist, so zerfällt dieselbe in zwei gerade 
Linien; der Restteil der Kurve muß also gleichfalls geradlinig sein. Da- 
her ist jede Ebene, die durch eine Gerade m geht, eine Tangmiial^>en^. 
Dreht man eine solche um eine Gerade m, so rückt der Berührungspunkt 
auf dieser fort, und eine Gerade n nach der anderen fällt in die Tan- 
gentialebene hinein. 

Legt man von einem beliebigen Punkte ans einen Berührungskegel 
an das Hyperboloid, so berührt jede Tangentialebene des Eegela auch 
'. die Fläche. Es gehen also durch den Berührungspunkt drei gerade 
Linien (Fig. 553). Liegt daher der Berührungspunkt im Unendlichen, 
und ist der Berührungskegel der asymptotische Kegel, so werden diese 
drei Geraden parallel. Daraus folgt, daß 2u jeder Geraden m eine par- 
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aäele Gerade n und eine parallele ManteUinie des asymptotischen Kegds 
existiert (Fig. 554). Oder: Die durch den Mittelpunkt der Fläche geilenden 
Geraden, die parallel eu den Geraden m und n gehen, bilden den asym- 
ptotischen Kegd. Oder: Die Ebenen, die durch je zwei paraüde Mantd- 
linien gehen, hmv. durch eine ManteUinie und den Mittelpunkt, umhüllen 
den asymptotischen Kegd. Jede Ebene, die einer solchen Ebene parallel 




ist, sclineidet die F^che in einer Parabel; daher Bind auch je zwei par- 
allele Mantelliaien als Parabel aufzufassen, welche die nnendlich ferne 
Gerade von beiden Seiten mit beiden Scheiteln berührt (Fig. 555). 

Das hyperbolische Hyperboloid gehört nach dem Gesagten auch zu 
der Familie der tvindschiefen Segelflächen. Die für die Technik äußerst 
wichtigen Eigenschaften desselben sollen erst im Zusammenhang mit 
dieser — im XXI. Kapitel — besprochen werden. Dasselbe gilt auch 
für das nachfolgende hyperbolische Paraboloid. 

159. Das hyperbolische Paraboloid. Läßt man die Kehlellipse 
des hyperbolischen Hyperboloids durch Hinausrücken eines ihrer Scheitel 
ins Unendliche zur Parabel werden, so entsteht ans dem Hyperboloid das 
Paraboloid (Fig. 556). Dabei fällt sowohl die Ellipsen-, als auch die Hyperbel- 
tangente des Punktes A' ins Unendliche und damit die ganze Tangential- 
ebene dieses Punktes, also auch die beiden Mantellinien m und », die 
durch ihn hindurchgehen. -Die unendlich ferne Ebene schneidet somit 
das hyperbolische Paraboloid in zwei geraden Linien, während sie, das 
Hyperboloid in einer Kurve schneidet. 

Da auch der Mittelpunkt der Kehlellipse ins Unendliche fällt, so 
liegen der Mittelpunkt und zwei Achsen des Faraboloids im Unendlichen. 
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Die FUiche besitzt also im Endlichea nur eine Achse mU einem Sckeitd- 
punkt und zufei parabolisdie Sduptschnitte. 

Alle Durchmesser sind paraRel der Achse. Unter Berilcksiclitigung 
dieser Lage der Durcbmesser bleiben im übrigen die Eigenschaften der 
konjugierten DurchmesBer und Ebenen bestehen. 

Das hyperbolische Faraboloid hat keine elliptischen, daher auch keine 
Kreis-Schnitte. Im allgemeinen sind die ebenen Schnitte der Fläche Hy- 
perbeln; nur wenn die Scknitlebene paraUel der Achse ist, schneidet sie die 
Fläciie in einer Parabd. Aus den ähnlichen Hyperbeln paralleler 
Schnitte werden kongruente Parabeln. -^— — "7 



Fla. &B*- ^is- ^^^■ 

Eine rotatorische Form existiert nicht; ähnlich jedoch, wie die 
gleichseitige Hyperbel ein Analogon zur rotatorischen Form der Ellipse 
— zum Kreise — bildet, so ist das gleichseitige Paräboloid, in dem 
die beiden parabolischen Hauptschnitte kongruent sind, ein Analogon 
zum Rotationsellipsoid. 

Die beiden Scharen von ManteUinien, die auf dem Hyperboloid 
existieren, sind anch auf dem Paräboloid vorhanden. Eine Gerade von 
jeder Schar liegt jedoch im Unendlichen. Da jede Gerade », die im Un- 
endlichen liegende Gerade m^ schneidet, so sind alle durch m^ und durch die 
einzelnen n gelegten Ebenen parallel. AUe Geraden n sind daher einer 
Bichtvngsebene parallel. Ebenso sind auch alle Geraden m einer Rieh- 
tungsd)ene parallel. Da m^ durch den unendlich fernen Punkt der Achse 
geht, ao sind die beiden Bichtungsebenen parallel der Achse. Projiziert 
man daher die Fläche orthogonal auf eine Ebene senkrecht zur Achse, 
so sind die Projektionen aller Geraden m und ebenso diejenigen der Geraden n 
unter sich parallel (Pig. 584). Zwei Kichtungsebenen können durch zwei 
beliebige Mantellinien, die durch einen Punkt gehen, bestimmt werden, 
/., 6. durch die beiden Mantellinien des Scheitelpunktes (Fig. 557). IHe 
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RUAtungsebmen sind außerdem paraüd den Asymptoten eines senkreciit mtr 
Achse geführten Hyperbelschnitles. 

Da jeder Sclmitt durch die Achse die Fläche in einer Par&bel 
schneidet, bo maß such jede Mantellinie &la Parabel aafge&Bt werden; 
zu jeder dieser Parabeln gehört noch eine unendlich ferne Gerade, Ton 
den heiden parallelen Mantellinien des Hyperboloids ist eine ins Unend- 
liche gefallen. 

160. Die konstruktlTe Behandlong der RücknogsflSehen zweiter 
OrdDnng. Dis konstmktive Behan^ung der Rüchaufsflächen etceiter Ord- 
nung schließ sich eng an diejenige der 
Rotationsflächen an, nur treten statt der 
ParaBelkreise hier überall Kegelschnitte 
auf, die unter sich ähnlich, oder, wenn 
esParahän sind, kongruent sind. DieKon- 
slruMionen bleiben im i^gen diesähen. 




Wenn irgendmöglich vermeidet man es jedoch, diese horizontalen 
Kegelschnitte zu zeichnen, und ist bestrebt, di^ Konstruktion so snt ge- 
stalten, daß nur der schon gezeichnete Umriß dabei benutzt wird. Ist z. B. 
die Horizontalprojektion eißes Punktes auf einem EUipsoid gegeben und 
die zugehörige Vertikalprojektion gesacht, so kann man nater Benutzung 
des Äknlichkeitsiiunldes das Zeichnen der duroh den gegebenen Punkt 
gehenden horizontalen Ellipse auf folgende Weise umgehen: Man ver- 
binde den Mittelpunkt der Ellipse mit dem gegebenen Pnnkt und ver- 
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längere diese Linie bis zur Umfangeellipse (Fig. Ö58); diesen Pankt ver- 
binde man mit dem Endpunkt der großen Achse der Umfsngsellipse 
und ziehe durch den gegebenen Punkt eine Parallele zu dieser Terbiu- 
dungslinie. Diese bestimmt auf der großen Achse den Scheitelpunkt der 
durch den gegebenen Punkt gehenden horizontalen Ellipse. Lotet man 
diesen hinauf auf den vertikalen Umriß des Ellipsoids, so erhält man 
damit die sich als gerade Linie projizierende horizontale Ellipse, die 
durch den gegebenen Punkt geht; auf sie ist dessen Horizontalprojektion 
dann noch hinauf zulöten. 

Ist umgekehrt die Vertikalprojektion eines Punktes gegeben und die 
Horizontalprojektion gesucht, so kann man einen räumlichen Jinlidtkeits- 





punkt bemUzen(Fig.5&9). Zu diesem Zwecke verbindet man in der Vertikalpro- 
jektion die Endpunkte der großen Achsen der horizontalen Umrißellipse 
und deijenigen Ellipse, die durch den gegebenen Punkt geht; beide El- 
lipsen stellen sich als horizontale gerade Linien dar. Die Verlängerung 
dieser Verbindungslinie bestimmt auf der Achse des Ellipsoids den räum- 
lichen Ähnlichkeitspnnkt der beiden Ellipsen; von ihm ziehe man durch 
den gegebenen Punkt eine Linie bis zn der geradlinigen Vertikalprojek- 
tion der horizontalen Umfangsellipse, lote diesen Schnittpunkt hinunter in 
die Horizontalebene und verbinde ihn dort mit dem Mittelpunkt der Ellipse. 
Auf diese Verbindungslinie hat man dann die gebene Vertikalprojektion 
des Punktes noch herunterzuloten. 

Ist die I^rgeugmde eine Parabel und daher in allen Lagen sich seHist 
hongruent, so können dieselben beiden Aufgaben durch Parallelverrückung 
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der durch den gegebeneu Punkt gehenden Parabel in den Hauptsclinitt 
hinein gelöst werden (Fig. 560 und 561). 

Um in einem gegebenen Punkte die Tangentialebene zn bestimmen, 
benutzt man wie bei den Rotationsflächen einen Hilfskegel, der die Fläche 
in der durch den gegebenen Punkt gehenden Erzeugenden berührt. 
Durch die Eorizontalspur der Mantellinie, die durch den gegebenen 
Punkt geht, muß die Horizontalspur der Tangentialebene gehen; sie 
muß aber außerdem parallel sein zu der Tangente an dem horizontalen 
Hauptschnitt in dessen Schnittpunkt mit der Kegelmantellinie. Gleich- 




falls parallel su dieser Tangente ist die Tangente im gegebenen Punkte 
an die Erzeugende, die durch ihn geht. Die Vertlkalspur dieser Tan- 
gente bestimmt die Vertikalspur der Tangentiniebene (Fig. 562). 

Ist die Erzeugende eine sieh^ kongruent Neibende Farc^el, so benutzt 
man statt des Kegels einen Zylinder; im Übrigen bleibt die Konstruktion 
dieselbe (Fig. 563). 

Um endlich einen Beriihrungskegel von einem Punkte A aus an eine 
Fläche zweiter Ordnung zu legen, verfährt man wiederum genau so wie 
bei Rotationsflächen. Man denke sich znr Bestimmung zweier Punkte der 
BerUhrungskurve einen beliebigen Hilfskegel, der die Fläche ^gs einer 
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Erzeugenden berührt, und der 
durch eine zunächst beliebige 
horizontale Ebene begrenzt 
wird. Bestimmt man den 
Schnittpunkt der Verbin- 
dungslinie der Spitze des 
Kegele mit dem Punkte A 
und dieser Ebene und legt 
Ton diesem SchDittpunkte aus 
die beiden Tangenten an die 
Ornndkutre des Hilfskegels, 
80 bestimmen die beiden Be- 
rührungspunkte zwei Mantel- 
linien und diese wiederum 
auf der Erzeugenden, in wel- 
cher der Hilfskegel die Flä- 
che berührt, zwei Punkte der 
gesuchten Berühnrngskurre. Bei dieser Eonstruktion kann das Zeichnen 



der Gnindkurre des H: 
den Hilfskegel so 
abschneidet, daß 
seine Qrundkurre 
identisch mit dem 
horizontalen Um- 
riß der F^che wird 
(Fig. 564). 

Wenndiel^- 
eeagende eine sich 




hende Parabel ist, 
so tritt an Stelle 
jedes Hilfskegels 
ein Hilfszjlinder 
(Fig. 565). 

Liegt der 
Punkt A im Un- 
endlichen, so wird 
aus dem Berüh- 

rui^^kegel ein Berührungszylinder und an Stelle der Verbindungslinie des 
Punktes A mit der Spitze eines Hilfskegels tritt eine Parallele durch 

Hsnck; nanteUsnile 6<oin«tria. I. 19 
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diese zu der Richtungelinie des Zylinders. Ist die Erzeugende eine 
Parabel, bo muß die Richtung der Tangente an die betreffende horizon- 
tale Parabel, in welcher ein Hilfszyünder die Fläche berührt^ in einer 
Nebenfigur bestimmt werden (Fig. 566). 



XIX. Kapitel. 

Topographische Flächen. 

161. NireanliDlen. Während die bisherigen RUckungsflächen tou 
einer Erzeugenden beschrieben wurden, die sich selbst ähnlich oder kon- 
gmetit blieb, kann das Gesetz, nach welchem sich die Erzeugende, so-' 
wohl hinsichtlich ihrer Lage, als auch hinsichtlich ihrer Gestalt ändert, 
ein wesentlich komplizierteres werden. Die Fläche ist dann, wenigstens 
annäherungsweise, bestimmt, wenn eine Anzahl einzelner L^en der Er- 
zeugenden gegeben ist. Ein Beispiel solcher Rückungsflächen allgemein- 
ster Art sind die topographischen Flächen. 

Denkt man eich im Gelände aUe Punkte von bestimmter Höhe Ober 
dem Meeresspiegel miteinander verbunden, so entsteht dadurch eine hori- 
zontale Kurve, die Nivcauhtrve heißt. Denkt man sich eine Anzahl sol- 
cher Nireaukurven in gleichem Höhenabstande etwa im Abstände von 
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1 m, im Gelände beBtimmt, eo ist amgekebrt durch die Qestalt nnd die 
Lage dieser Niveaukarren eine Fläche bestimmt, die, abgesehen ron 
kleineren Unregelmäßigkeiten, mit der Qeländeääche übereinstimmt und 
einer geometrischen Be- 
handlang zugänglich 
ist. Eine solche durch 
eine Anzahl von Nireau- 
kurren gegebene Fische 
heißt topographische 
Fläche. Die Niveau- 
karren können dabei 
als einzelne Lagen der 
Erzeugenden aufgefaßt 
werden (Fig, 567). 

Auf einer topogra- 
phischen Fläche gibt es 
drei Arten ausgezeich- 
neter Funkte, nSmlich 
Gi^dpunkte, die höher 
als alle ihre benach- 
barten Punkte sind, Muläenpunkte, die tiefer als jeder ihrer benachbarten 
Punkte liegen, and endlich SaUdpunkte, m denen zwei Niveaulinien 
gleicher Höhe sich kreuzen. In einem Gipfel- and in einem Mulden- 
punkte ist die Fläche elliptisch, in einem Sattelpnnkte hyperbolisch 
gekrämmt. 

163. FnodamentaUnfgaben. Die Koke irgend eines etuischen ewei 
Niveatdinien liegenden Punktes kann unschwer durch tfraphische Inter- 
polation bestimmt werden. Zu diesem Zwecke schneide man die Fläche 
durch eine vertikale Ebene, deren Horizontalspur durch die Horizontal- 
projektion des gegebenen Punktes geht und klappe die Ebene dadurch 
um, daß man in den Schnittpunkten der Spur mit den einzelnen Kiveau- 
kurven die den letzteren zukommenden Höhen senkrecht auf der Spur 
aufträgt und ihre Endpunkte durch eine Kurve verbindet, welche die 
Rohe des gegebenen Punktes bestimmt (Fig. 568). 

Um in einem Funkte x mier Niveauhurve die TangenUaläiene zu he- 
stimmeti, lege man durch x die Tangente an die Niveaukurre und senk- 
recht zu dieser eine vertikale Ebene, deren Schnitt mit der Fläche wieder 
durch Umklappen bestimmt wird. Zieht man an die umgeklappte Schnitt- 
kurve in dem umgeklappten Punkte X eine zweite Tangente, so be- 
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stimmt diese mit der Spar der Ebene eiDen Punkt T, dvaeh den die 
Spnr der Tangentialebene senkrecht zu Tx geht. Gleichzeitig bat maa 




in dem Winkel S den Neigungsuiinkei des Geländes im Punkte x, und 
wenn man auf TX in X die Senkrechte bis N errichtet, die FlÖehen- 
normaie des Punktes x (Pig. 569). 



Soll Ton einem Punkte A * 




[1:^==. 



Niveaulinie ans eine Linie konstanter 
Neigung gegen die Sorieontal^tene 
eingezeichnet werden, so stelle 

34 man zunächst ein rechtwinkliges 
Neigungsdreieck her, dessen eine 
Kathete gleich der Höhendiderens 
zweier aufeinander folgender Ni- 
veaulinien im benutzten Mafistabe, 
und dessen Winkel, der dieser Ka- 
thete gegenüberliegt, gleich dem 
verlangten Neigungswinkel ist. 
Die andere Katbete ist dann die 
Horizontalprojektion des konstan- 
ten W^stUckes zwischen je znei 
aufeinander folgenden Niveau- 
linien. Man hat also mit dieser 
Katbete einen Kreis um A zu 
schlagen, der die nächste Niveau- 
linie in B trifft. Von S geht 
man in derselben Weise von Ni- 
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reaulinie zu NiTeaulinie weiter und verbindet schließlich die ao erhal- 
tenen Punkte (Fig. 570). 

Eine Kurve, die alle Niveaulinien senJcrecJä sclineidet, hat in jedem 
ihrer Punkte das größtmöglichste Gefälle und ist daher im GeUnde eine 
Wass&-abflußlinie. Sie beißt Linie stärhsten Falles. 

163. Anlegung eines horizontalen Weges. Die am häufigsten 
Torkommende Aufgabe bei topographischen Flächen ist die Eonstmktion 
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eines horizontalen Weges in bestimmter Höhe über dem Meeresspiegel 
und die Eonstmktion der dazu nfitigen BÖsckungsflä^n, die teils durch 
Aufschütten, teils durch Abtragen entstehen. Um die Begrenzungslinien 
der BÖBchungsääcIien zu bestimmen, zeichne man zunächst mit Hilfe eines 
Tertikaien Schnittes, der senkrecht znr Wegrichtung ist, NiTeaulinien der 
Böscbungsäächen, parallel den Wegkanten, in denselben Höhen, in denen 
die in Betracht kommenden Niveaulinien des Geländes gezeichnet sind. 
Jeder Schnittpunkt einer Geländenireaulinie mit der gleich hohen 
BöschuDgsniTeaulinie ist dann ein Punkt der gesuchten AbschlußkurTs 
der Böschung (Fig. 571). 



VIL Teil. 

Windschiefe ßegelflächen. 

XX. Kapitel. 

Windschiefe Begelflächen im allgemeinen. 

164. ErzeagQBg äer windsehiefen Begelll&chen, Wenn eine 
gerade Linie sich nach einem bestimmten Gesetze bewegt, so beschreibt 
sie eine ßegelfläche. Im allgemeinen ist dabei jede Lage der Erzeugen- 
den mit der vorangehenden windschief; daher heißen die so erzeugten 
Flächen auch windschiefe Regdßäehen. Nur in besonderen Fällen schnei- 
den sich zwei unendlich benachbarte Lagen der Erzeugenden; die Fläche 
ist dann eine entwickäbare Regelfläche. Sie ist als hcs:)nderer Faü der 
aUgemeinen windschiefen Regdfiächen anzusehen. Der unendlich kleine 
Abstand zweier aufeinander folgender Erzeugenden oder Mantellinien ist 
bei den entwickelbaren RegeLSächen identisch mit Null geworden.' 

Das Bewegangsgesete, durch welches eine windschiefe RegelSäche 
von einer Geraden erzeugt wird, kann von verschiedener Art sein. Das 
allgemeinste schreibt einer Geraden vor, sich so zu bewegen, daß sie gleich- 
zeitig an drei Leitkurven enUang gleitet. Das Rotationshyperboloid kann 
z. B. dadurch erzeugt werden, daß eine gerade Linie an drei parallelen 
Kreisen, diese slSndig berahrend, entlang gleitet, wobei der mittlere 
£reis nicht der größte sein darf (Fig. 572). 

Durch drei Leitkurven ist im dllgemeinen eine windschiefe Regdßäehe 
bestimmt. Diejenige Mantellinie, wache durch einen bestimmten Punkt A 
eina- der Leithurvcngeht,'isl&\BSaho\i± zweier Kege\ bestimmt^ deren Spitzen 
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in Ä liegen, und tod denen jeder eine der beiden anderen Leitkurven 
ab Grundkurre besitzt (Fig. 573). Diese beiden Kegel schneiden sicli 
in mehreren Mantellinien, die im allgemeinen nicht derselben Begelfiache 
angehören, so daß also durch drei Leitknrven im allgemeinen mehrere, 
aber immer eine bestimmte Zahl von Kegelflächen bestimmt sind. — 




flg. 971. fei«. &7S. 

Der dem Paukte Ä benachbarte Punkt als Spitze eines zweiton Paares 
Ton Kegeln liefert die zu einer Mantellinie unendlich nidie liegende nächste 
ManteUinie. 

Jede windschiefe Eegdfläche Jcann auf die angegebene Weise erseugt 
werden; irgend drei auf ihr Uzende Kurven Jcönnen nachträglich als Leit- 
Imrven angesprochen werden. 

Daß zwei unendlich nahe Lagen der Erzeu- 
genden windsdtief sind, ist leicht ersichtlich. Be- 
nutzt man nämlich drei ebene parallele Sehnitt- 
kurven als Leitkurven, und bestimmt an jeder der- 
selben die durch zwei nnendlich benachbarte Uau- 
tellinlen bestimmte Tangente, so sind diese wind- 
schief (Fig. 574). Würden die beiden Mantellinien 
sich schneiden, eo müßten die drei Tangeuten par- 
allel sein, wa« in besonderen Fällen allerdings der Fall 
sein kann; die Fläche ist eben dann eine entwickel- 
bare R^elfläche. Eine solche ist bereits, wie wir gesehen haben, durch 
zwei Leitkurven bestimmt und wird von einer Ebene, die an den Leit- 
kurven, diese berührend, entlang rollt, umhüllt oder von einer Geraden 
erzeugt, die so an den Kurven entlang gleitet, daß die zusammengehörigen 
Tangenten heider Kurven parallel sind. Ein Kegel kann z. B. unter 
Benutzung zweier Kreise als Leitkurven erzeugt werden (Fig. 575). 




Flg. 675. 
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Statt der Leitkurven können auch Leüflächen, z. 6. drei Kugeln, 
auftreten. Die von der Erzeugenden bestimmten Berührungeturreß 
können dann nachträglich als Leitkurven benutzt werden. Auf die Be- 
stimmung einer gemeiueamen Tangente an drei Flächen aoll jedoch nicht 
weiter eingegangen werden. 

165. Allgemeine Eigenschaften der windschiefen RegelO&ehen. 

Da die Erzeagende einen unendlich fernen Funkt besitzt, so geht auch 
jede Regäfläche ins Unendliche. 

Die Tangentialebene in einem Punkte der Fläche kann bei allen 
Flächen (Fig. 576) dadurch ermittelt werden, daß man durch den Punkt 




zwei in der Fläche liegende Kurven bestimmt und an diese die Tangenten 
legt. Zweckmäßig wählt man bei den Regelflächen als eine dieser Kui^ 
Ten die durch den Punkt gebende Mantellinie. 

Da zwei unendlich nahe Mantellinien windschief sind, so ist eine 
Berührung der Tangentialebene längs einer ganzen Mantellinie nicht 
möglich. Daher muß die Tangentialebene, die Fläche schneiden, und 
zwar außer io der Mantellinie noch in einer Kurve (Fig. Ö77). Die 
Fläche hat demnach nur Pttnkle hyperbdiscker Krümmung. 

Legt man durch verschiedene Funkte einer Mantellinie Parallel- 
schnitte durch die Fläche, so sind die Tangenten an die einzelnen Schnitt- 
knrven in den betreffenden Punkten der Mantellinie alle zueinander wind- 
schief (Fig. 578). Dreht sich also eine durch eine Mantellinie gehende Ebene 
um diese, so fällt von den Tangenten der parallelen Schuittkurven eine nach 
der anderen in die Ebene. Jede beliebige Ebene, die durch eine Mantdltnie 
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geht, ist somit Tangentidlebene. Nur der Berührungspunkt ist für die 
einzelnen Lagen ein anderer. Jede dniHiIi eine Mantellinie gehende Tan- 
gentialebene schneidet die Fläche noch in einer anderen Kurve, um 
den BeriArungsputtkt einer Tangentialebene zu bestimmen, muß man außer 
der Mantellinie, durch die sie hindurchgeht, noch diese Scbnittkurre be- 
stimmen, indem man die Ebene mit einzelnen weiteren Mantellinien zum 
Schnitt bringt. 

Der Flächenstreifeu zwischen zwei unendlich nahen Mantellinien ist 
ein winäsehiefes Flädtendement, von dessen Verdrehung die Tangenten 
paralleler Schnittkurren eine Vorstellung geben, und zu dem ein ver- 
schränktes straff gespanntes Gummiband als Veranschaulichung dienen 
kann (Fig. 574), 

Der kürzeste Abstand zwischen je zwei unendlich nahen Mantel- 
linien heißt Mittdlinie; durch diese wird das Flächenelement in zwei 
Teile geteilt, die kongruent sind, weil man sie durch Drehung des einen 
um die Mittellinie zur Deckung bringen kann (Fig. 579). Sämt- 
liche Mittellinien bilden auf der FUiche eine Linie, welche Strik- 
HcnsUnie heißt. Der Schnittpunkt derselben mit einer Mantel- 
linie heißt Zentrdlpunl-t derselben. Die Striktionslinie teilt die 
Fläche in zwei Teile, welche weder kongruent noch symme- 
trisch sind. Auch ist die Striktionslinie nicht die kürzeste 
Linie; denn die Mittellinien sind nicht als Elemente der Kurve 
aufzufassen; diese setzt sich vielmehr aus den unendlich kleinen 
Mittellinien zu einer Zickzacklinie zusammen. Die Striktionslinie wtg. b 
spielt bei den windschiefeu R^eläachen eine ähnliche Rolle, wie die 
Rückkehrkurve der entwickelharen. G(^ eine windschiefe Fläche in eine ent- 
wichelbare über, so wird die Striktionslinie aar Bückkehrkurve. Das wind- 
schiefe Flächenelement nimmt dabei konische Gestalt an, wenn sich zwei 
unendlich nahe Mant«llinien im Endlichen schneiden — zylindrische, 
wenn sie parallel sind. Konische und gylindrisehe Flächenelemente sind 
also besondere Fälle des aUgemeinen windsdiiefen Fläckenelementes. 

166. Die Fondamentalanfgabe der windschiefen B«gelflächeii. 

Die Fundamentalaufgaben sind bei den allgemeinen windschiefen Regel- 
Qäcben weniger einfach. Schon zur Bestimmung einer beliebigen Lage 
der Mantdlinie waren zwei Kegel notwendig. Auch zur Bestimmung 
der Tangentialebene ia einem Punkte mußte eine Schnittkurve gezeichnet 
und eine Tangente daran gelegt werden; und zur Bestimmung des £e- 
rührangspunkfes einer beliebigen Ebene durch eine Mantellinie mußte die 
Schnittkurve der Ebene mit der Fläche dadurch bestimmt werden. 
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daß die Schnittpunkte der Tangentialebene mit einer Reihe von Mantel- 
linien aafgesucbt wurden. 

Um die Berührungskurve eines Beriihrwngskegda oder -Zylinders zn 
bestimmen, hat man eine Schar von Ebenen durch die einzelnen Mantel- 
linien zn legen, die durch die Spitze des Kegels, bzw. parallel den Zy- 
lindermantellinien gehen. Für jede dieser Ebenen ist der Berfibrungs- 
punkt ZQ bestimmen. Die Berührungspunkte bilden io ihrer Oesamtheit 
die Bertihrungskurve. 

Der Umriß der Fläche ist aU ümhüllungskurre der einzelnen Mantel- 
inien herzustellen. 

Für die praktische Ausführung der FundamentalkonstniktioneD bringt 
die spezielle Natur der einzelnen Aufgaben vielfach Vereinfachungen mit 
sich. 

Die windschiefen ßegelfläohen finden in der Technik eine wichtige 
Anwendung als Leibungsäachen von Gewölben, Brücken, Treppen, Ma- 
schinenteilen, Schrauben usw. Im folgenden sollen nur die technisch 
wichtigsten Formen besprochen werden. 



XXI. Kapitel 

Die windschiefen Begelfläclien zweiter Ordnung. 

167. Das hyperbolische Hyperboloid and Paraboloid slsBegel- 
flSehen unter Benntzang dreier paralleler Ellipsen, bzw. Parabeln 
als Leitknrven, Das hyperbolische Hyper- 
boloid und Paraboloid wurden als Rückungs- 
flächen bereits besprochen; dabei wurden bei 
beiden Flächen zwei Scharen von Mantel- 
linien entdeckt, die beim Paraboloid schar- 
weise parallel einer Richtnngsebene waren. 
Wir wollen jetzt dieselben Flächen als wind- 
schiefe Regelfiächen erzeugen. Es ist das 
von besonderer Wichtigkeit, weil die wind- 
schiefen Jtegelflächen zweiter Ordnung die ein- 
fachsten sind, und die FundamentalaufgabeH 
~ bei homplieierteren Flächen auf sie turück- 
gefiihrt werden können. 

Zur Erzeugung des Hyperboloids seien 
die Eehlellipse und zwei kongruente, der 
Kehlellipse parallele und ähnliche Ellipsen 
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in gleichen AbBtänden von der EehlellipBe als Leitkurren gegeben (Fig. 580). 
Die Bestimmung einer beli^ngen ManieUinie bietet dann keine Schwierigkeit; 
denn da die Kehlellipse in der Horizontalprojektion zugleich Umrißlinie 
ist, Bo muß sie von allen Mantellinien berührt werden. — Der vertikale, 
hyperbolische Umriß entsteht durch Umhüllung der einzelnen Mantel- 
linien; die Hyperbel kann aber ancb direkt aus ihrer reellen Achse und 
den Asymptoten konstruiert werden; die letzteren sind die beiden Mantel- 
linien, die parallel der Yertikalebene liegen, in der Horizontalebene alao 
als Tangente an die Kehlellipse, parallel der Projektionsachse, zn zeichnen 
sind. Dieae beiden Mantellinien sind zugleich die ümrißlinien des asym- 
ptotischen Kegels (Fig. 580). 

Anch in der Horizontalprojektion 
kann die Kdildlipse als Umri'Blinie durch 
Umhüllung der Mantelliniai bestimmt 
werden. Man geht dabei zweckmäßig 
vom Rotationshyperboloid aus und tod 





diesem durch proportionale Verkürzung der senkrecht zum Grundschoitt 
verlaufenden Kreisordinaten zum allgemeinen Hyperboloid Über (Fig. Ö81). 

Ist in der Horizontalprojektion et» Punkt der Fläche gegeben und 
soll die Vertikalprojektion des Punktes bestimmt werden, so hat man 
durch die Horizontalprojektion des Punktes eine Mantellinie als Tangente 
an die Kehlellipse zu legen und auf die Vertikalprojektion der Mantel- 
linie den gegebenen Punkt hinaufzuloten (Fig. 580). 

Eine Projektion der Fläche in unsymmärischer Stellung kann durch 
Drehung oder Transformation ans der symmetrischen Stellung erhalten 
werden. Die ümrißdlipse muß dann durch Umhüllung bestimmt werden 
und ist mit der Kehlellipse nicht ähnlich (Fig. 582). 
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Die Behandlung des Paraboloids ist genau dieselbe; nur sind als 
Leitkurven drei parallele und koDgmente Parabeln in gleichen Abstanden 
zu benutzen (Fig. 583 and 584). 

168. Die Retuschen zweiter OrdnuDg unter Benntznng dreier 
Mantellinien dersel1>en Schar als Leitkarren, bzw. zweier Hantel- 
linien und einer Richtungsebene. Da jede Mantellinie eioer Scliar 
der Regelfläcben zweiter Ordnung alle Mantellinien .der anderen Schar 
acbneidet, so können irgend drei ManteUinien, die zar selben Schar ge- 
hören und infolgedessen unter sich windschief sein müssen, nachträglich 
als Leitkurren angesehen werden. Eine Regelfläche eweiter Ordnung kann 
also auch unier Benuieung dreier Geraden als Leitkurven erzeugt werden. 
Zwischen diesen besteht keine bestimmte Beeiekung, außer der, daß sie 
unter sich windsAief sein müssen. Das Hyperboloid ist daher die ein- 
fachste Gattung der windschiefen Regelflächen. 
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Le^ man durch jede der drei Leit^eraden eine Ebene parallel za 
jeder der beiden anderen, so sind dadorch drei Paare paralleler Ebenen 
beBtimmt, die ein ParaMelepiped bilden (Fig. 585). Drei der Eanten 
desselben sind die drei Leitlinien; drei andere Eanten werden von der 




Erseagenden gebildet, in den drei Lagen, in denen sie je einer der drei 
Leitgeraden parallel ist. Daher ist die Di^onale des ParaUelepipeds, 
die diese sechs Eiinten nicht schneidet, imi^inäre Achse des Hyperboloide, 
nnd der Mittelpunkt der Diagonale der Mittelpunkt der Fläche. — Ist 
das Parallelepiped ein Rbomboeder, 
so ist die Fläche ein Rotationshy- 
perboloid. 

Beim Paraboloid sind alle 
ManteUinien einer Schar parallel 
einer Richtnngsebene. Sind daher 
die drei Leitgeraden pardUd einer 
und derseV>en Ebene, so ist die Flä- 
che ein Paraboloid (Fig. 586). Ein 
Parallelepiped istdannnichtmögtich. 
Eine ton den drei Leitgeraden kann 
dann auch im Unendlichen ange- 
nommen und durch die Richhtngs- 
ä>ene erseiet werden. 

Bei der Aitsfiihrung der Fun- 
damentalaufgaben fSr das durch 
drei Leitgeraden gegebene Hyper- 
boloid, bzw. das durch zwei Leit- 
geraden und eine Richtungsebene g^ebene Paraboloid ist eine mö^chst 
zweckmäßige Lage der gegebenen Stücke eu den ProjekHonsdenen von 
großer Wichtigkeit. 

Beim Hyperboloid sind die Fundamentalkonstmktionen dann am ein- 
facbsteu, wenn eine der Leitgeraden senkrecht auf einer Projektionsebene, 
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etwa der Horizontalebene, steht (Fig. 587). Da alle Erzengeaden diese Leife- 
gerade schneiden, so müsseii daher bei dieser L^e alle Horizontalprojektio- 
non der Erzengenden durch einen Punkt gehen. Dadurcli ist za jeder he- 
liehigen Lage derselben die Vertikalprojektion bestimmt; auch kann, 
wenn von einem Flächenpunkte die Horizontalprojektion gegeben ist^ seine 
Vertikalprojektion dadurch bestimmt werden, daß man den gegebenen 
Pnnkt mit der sich als Pmikt projizierenden Leitgeraden verbindet 
und die Schnittpunkte der Verbindungslinie mit den beiden anderen 
Leitgeraden auf ihre zugehörip^u Vertikalprojektionen hinauflot«t 
Auf der Verbindungs- 
linie der so bestimmten 
beiden Punkte muß 
dann die Vertikalpro- 
jektion des Flächen- 
punktes liegen. 

Auch eine beliebige 
Mantdlime derjenigen 
Schar, KU der die Leii- 
geraden gehöreri, ist nicht 
schwer zu ermitteln 
(Fig. 588). Da zu der 
auf der Horizontalebene 
senkrecht stehenden 
Leitgeraden eine Gerade 
der erzeugenden Schar 
parallel ist, eo müssen 
auch die Horizontalpro- 
jektionen aller Geraden 
der leitenden Schar 

durch einen Punkt gehen, der bereits durch zwei der gegebenen Leit- 
geraden bestimmt ist. Die Horizontalprojektion der durch einen gegebe- 
nen Punkt gehenden Mantellinie der Leitschar, ist daher die Verbindungs- 
linie dieses Punktes mit dem Schnittpunkt der beiden schiefen gegebenen 
Leil^öraden. Lotet man die Schnittpunkte dieser Verbindungslinie mit 
zwei beliebigen vorher bestimmten Mantellinien der erzeugenden Schar 
hinauf auf die zugehörigen Vertikalprojektionen der letzteren, so ist die 
Verbindungslinie der dadurch bestimmten beiden Pankte die Vertikalpro- 
jektion der durch den gegebenen Punkt gehenden Mantellinie der Leit- 
Bchar; auf sie ist die Horizontalprojektion des g^ebeaen Punktes hin- 
aujzuloten. 
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Durch die Konetruktion d«r durch einen Flächen pnnkt gehenden 
heideo MaDtellinien ist auch die Tangentiaiebene in diesem Punkte be- 
stimmt. Ihre Spurea gehen durch die gleichnamigen Spuren der beiden 
ManteUinien (Fig. 588). 

Id der HorizoDtalprojektion werden auf den beiden schiefen g^^benen 
Lei^eraden durch die Schnittpunkte der einzelnen Erzeugenden eteei pro- 
jektive Punktreihen bestimmt. Dieselben befinden sich in der Projektion 
in perspektiver Lage, im Räume aind allerdings die Projektionsstrahlen 
windschief, die Abschnitte aber zwischen den einzelnen Punkten sind 
proportional zu ihren Projek- 
tionen. Im Räume sind also 
die beiden Pnuktreihen propor- 
tional zu zwei in perspektiver 
L^e befindlichen projektiven 
Punktreihen, also gleichfalls 
projektiv. Daher bestimmen die 
Verhindutigslmien entsprechender 
Punkte eueier windschiefer pro- 
jektiver Punkireihen ein Hyper- 
bdoid. In der Ebene wird durch 
zwei projektive Punktreihen eine 
Ellipse oder Hyperbel erzeugt, 
und zwar durch dieselben beiden 
Punktreihen; nur wird im Falle 
der Ellipse die eine der Punkt- 
reihen von den aufeinander fol- 
genden Funkten in umgekehr- 
ter Richtung durchlaufen wie 
im Falle der Hyperbel. Die eine 
Li^e dieser Punktreihe kann aber in die andere dadurch QbergeFDhrt 
werden, daß man sie aus der Ebene herausdreht und — durch eine wind- 
schiefe Lage zur anderen Punktreihe hindurch — in die andere Lage 
fiberfShrt. Dabei geht die erseugte Ellipse durch das Hyperboloid hindurch 
in die Hyperbel über. 

Das durch zwei Leit^erade und eine Richtungsebene bestimmte 
Paraholoid befindet sich dann in der zur Ausführung der Fundamental- 
konstruktionen zweckmäßigstell Stellung zu den Projektionaebenea, wenn 
die Richtungsebene parallel einer Projektionsebene, etwa der Horizontal- 
ebene, ist. Alle Erzeugenden sind bei dieser Stellung parallel der Hori- 
zontalebene, alle ihre Vertikalprojektionen also parallel der Projektions- 
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achse. Die zusammengehSrigeii Projektionen eines Fläcbenpunktes mfiBseu 
daher auf den Projektionen einer Geraden liegen, die horizontal ist und 
beide Leitgeraden schneidet (Fig. 589). 

Auch die dwch einen geg^enen Punkt gehende Manidlinie der Leitsdtar 
ist leicht zu bestimmen (Fig. 590). Eine von den horizontalen Mantellinien 
der erzeugenden Schar steht senkrecht auf der Yertikalebene. Da diese 
Ton allen Mantellinien - der Leitschar geschnitten vird, so müssen die 




YertikalprojekttoDen aller Mantelliulen der Lfitschar durch einen Punkt 
gehen; dieser ist aber bereits durch den Schnittpunkt der beiden ge- 
gebenen Leitgeraden bestimmt Die Vertikalprojektion der durch einen 
gegebenen Punkt gehenden Mantellinie der Leitschar ist daher die Yer- 
bindungslinie dieses Punktes mit dem Scboittpunkt der beiden Leitge- 
radeu. Lotet man die Schnittpunkte dieser Verbindnngslinie mit zwei 
beliebigen vorher bestimmten horizontalen Mantellinien der erzeugenden 
Schar b^nnter auf die zugehörigen Horizontalprojektionen der letzteren, 
so ist die Verbindungslinie der dadurch bestimmten beiden Punkte die 
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Horizontalprojektion der darcb den gegebeaen Punkt gehendea Mantel- 
liaie der Leitschar. 

Durch die Projektionen der durch einen Flächenpunkt gehenden 

beiden Mantellinien iet wiederum die Tangential^ene dieses Punktes be- 

etimmt Ihre Spuren geben durch die beiden 

gleichnamigen Spuren dei Mantellinien (Fig. 

590). 

Aus der Vertikalprojektion erkennt man, 
daß die beiden Leitgeraden von den parallelen 
Erzeugenden in ähnlichen Punktreiken geschnit- 
ten werden. Daher bestimmen die Verbindungs- 
linien entdeckender Purste zweier windschiefer 
ähnlicher Punktreihen ein hyperbolistAes Para- 
Fis. tti. holoid. In der Ebene bestimmten zwei ähnliche 

Punktreihen eine Parabel. 
Das durch zwei Leit^eraden uud eine Bicbtungsebene bestimmte 
Paraboloid findet in der Technik mannigfache Anwendung bei wind- 
schiefen Dächern — z. B. bei der Konstruktion eines W(Umdaches über 






einem Trapez mit horizontaler Firstkante (Fig. 591) — , bei FlQgelmauera 
— z. B. beim Übergang einer schiefen Böschung bu einer verUkalen Mauer 
(Fig. 592) - usw. 

169. Das Schmiegangshyperboloid und Paraboloid. Die im 

vorigen Paragraphen mitgeteilte Konstruktion der Tangentialebene in 
einem Punkte des hyperbolischen Hyperboloids und Faraboloida ist des- 
halb von besonderer Wichtigkeit, weil die Konstruktion der Tangential- 
ebene in einem Punkte jeder anderen windschiefen Regelfiäche darauf zurück- 
ffihrbar ist. Schneidet man nämlich eine beliebige windschiefe Regelfläche 
durch drei beliebige Ebenen, so werden die drei Scbnittkuiven von der 
durch den Flächenpunkt X gebenden Mantellinie in drei Punkten A, B, C 
geschnitten (Fig. 593). Die drei Tangenten haben aber mit den Schnitt- 
kurven noch die unendlich nahen Punkte A', B', C gemein. Diese be- 
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stimmen die zn A, B, C unendlich nahe Mautellinie^'^'C. Betrachtet 
man also die drei Tangenten ÄÄ', BB' und CC als Leitlinien eines 
Hyperboloids, so hat dieses mit der gegebenen Fläche zwei unendlich 
nahe Mantellinien, also das ganze zwischen die- 
sen liegende windschiefe Flächenelement gemein. 
Das Hyperboloid berÖhrt also die gegebene Flä- 
che längs dieses Flächenelementes und beißt da- 
her ein Schmiegungshyperholoid. Hinsichtlich der 
Berührung besteht zwischen einer nicht ent- 
wickelbaren Regelääche and dem Schmiegungs- 
hyperboloid dieselbe Beziehung wie zwischen 
einer entwickelbaren Fläche und der Tangential- 
ebene. — Jede Ebene durch die gemeinschaft- 
liche Mantellinie der nicht eutwickelbareu Fläche 
und- des betreffenden Schmiegungshyperboloida ^'"- "*'■ 

ist gemeinschaftliche Tangentialebene beider Flächen in demselben Punkte 
der Mantel linie. 

Durch jede Mantellinie können unendlich viele Schmiegungshyper- 
boloide an die nicht entwickelbare Regelfläche gelegt werden. Die einzelnen 
Formen hängen tod den drei Leitgeraden, also tod den drei Schnitt- 
kurven ab. — Legt man die drei Schnittebenen parallel zu einander, so 
sind die drei Lei^eraden parallel einer Richtungsebeue, das Hyperboloid 
wird daher zum Schmiegungsparaboloid. Es gibt auch unendlich viele 
Schmi^^ngsparaboloide durch jede Mantellinie. 

Die Konstruktion der Tangentialebene in einem Punkte einer bdi^igen 
nicht entwickelbaren R^elfläche ist damit surückgeführt auf die Konstruktion 
der Tangentialebene eines Schmiegungshyperbdoids oder Paraboloids, das 
die gegebene Fläche längs der durch den Punkt gehenden ManieUinie 




170. Das Normalenparaboloid. Denkt man sich eine beliebige 
nicht entwickelbare R^elfläche durch eine Schar paralleler Ebenen ge- 
schnitten, die alle senkrecht auf einer Mantellinie stehen, und in den 
Schnittpunkten der Mantellinie mit den einzelnen Schnittkurven die Nor- 
male der betreffenden Kurve bestimmt, so sind diese Eurvennormulen 
identisch mit den Flächennormalen in den einzelnen Punkten der Mantel- 
linie (Fig. 594). Dreht man alle Normalen gleichzeitig nm die Man- 
tellinie als Achse, so bewegt sich dabei jede Normale in der betreffenden 
Schnittebene und fällt bei einer Drehung um einen rechten Winkel mit 
der Tangente der Schnittkorve zusammen. Die sämtlichen Tangenten 
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bilden aber ein Schmiegungsparaboloid der betreffenden Mantellinie. Da- 
her ist auch die Eegdfläche, die von den Normalen einer ManielUnie ge- 
bildet wird, ein Farabdoid; sie heißt das Nottncdenparaboloid. 

Das Kormalenparaboloid ist für den Steinsckniü von Wichtigkeit. 
Bei einem Gewölbe mClssen nämlich aus Stabilit&tsrücksichten die Fugea- 




flschen, in denen die einzelnen Steine aneinander li^en, eenkrecfat zur 
Wölbungsfläche sein. Bei einem zylindrischen Gewölbe fallen die Nor- 
malen einer Uantellioie in eine Ebenej daher müssen die Fagenäächeu 
eben sein (Fig. 595). Dieselben gehen aber bei einem Gewölbe, das von 
einer windschiefen RegelSäcbe gebildet wird, in paraboloidisohe Flächen 
über, wenn die Mantellinien des Gewölbes als Fugenlinien benutzt werden. 
171. Eappelung zweier wiDdächiefer Achsen durch Hrper1>oloid- 
l^der. Die Berührung zweier wiudschiefer RegelQächen längs einer 




Mantellinie kommt auch zur Anwendung, wenn die Drehung einer Achse 
auf einer zu ihr windschiefen Achse durch Friktions- oder Zah nräder 
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in ähnlicher Weise übertragen werden soll, wie das bei zwei parallelen 
Achsen durch zwei Rotatioiiszjlinder (Fig. 596), bei zwei sich Bchneideu- 
den Achsen dnrch zwei Rotationskegel (Fig. 597) geschehen kann. Bei 
windsckiefen Achsen iiberlragen zwei Solationshyperholoüie, die sich längs 
eines Flächenelementes hert^hren, die Drehung der einen Achse auf die 
andere. Ist die Beibnng zwischen den Zylinder-, Kegel- oder Hyper- 
boloidrädem za gering, so mDBsen Zahnräder eingeschnitten werden. In 
allen drei Fällen sind die einzelnen Zähne längs den Maotellinien zu 
schneiden. 

Es soU zonächst untersucht werden, Kelche Begiekv/ng euischen etcei 
ItotaHo»shtg)erbotoiden bestehen muß, damit sie sich in eine Lage bringen 
lassen, in der sie sich gegenseitig berühren. Diese Beziehung kann zu- 
nächst so ausgesprochen werden, daß zwei Flächeneiemente beider Hy- 
perboloide zwischen je zwei unendlich nahen Mantellinien zur Deckung 
gebracht werden können. Ein solches F^chenelement ist aber bestimmt 
durch die Mittellinie e der beiden unendlich nahen Mantellioien und 
durch den unendlich kleinen Winkel da, den diese miteinander bilden. 
Diese beiden Größen müssen in beiden Hyperboloiden gleich sein. Nun 
ist aber ein Rotationshjperboloid bestimmt dnrch den Keblkreisradius r 
und den Schränknngswinkel a, den eine Mantellinie mit der Achse bildet. 
Es kommt also darauf an, e und da auszudrucken durch a und r, zu 
denen noch der Winkel d<p kommt, um den sich r gedreht hat, wenn 
eine Mantellinie sich bis zu ihrer anendlich nahen MantellJnie weiterge* 
dreht hat. 

Zur Bestimmung von e beachte man, daß das Dreieck b'h^'ß in der 
Tangentialebene von (' liegt, die parallel der Vertikalebene ist (Fig. 598); 
dieses Dreieck projiziert sich also in wahrer Gestalt. Daher ist der 
Winkel ß'b'bi ~ a; 6'&,' aber ist gleich rd<p; daher ist 

e = b'ß' = b'bi' ■ COB a, 
oder 

e^rdif- €sos k. 

Zur Bestimmung von de sei daran erinnert, dafi die Mantellinien 
des asymptotischen Kegels parallel den Mantellinien des Hyperboloids 
sind (Fig. 599). Die Umri&manteUinie des asymptotischen Kegels bildet 
also mit der Achse gleichfalls den Winkel a, und der Winkel zweier 
unendlich naher Kegelmantellinien ©Oß, ist gleich «iff. lett der Grund- 
kreisradius des Kegels, so ist 0^ = -^■■- , und es ist die Strecke ©Sj 
in dem von dem Gmndkreisradius gebildeten Dreieck gleich r - Aip, wäh- 
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rend sie ans dem von den Mantellinien b^^nzten Dreieck gleich OS ■ do, 
also gleich . -de ist. Es ist also: 

xdip = -.-— rfff, 
woraus sich ergibt: 

de = sin « ■ dtp. 

Sollen in den Fläcbenelementen zweier Rotationshyperboloide mit 
dem Kehlradius r, und r, und den Schränkttngswinkeln % und a, die 




Größen e, und e, und ebenso da^ und de^ gleich sein, so hat man da- 
her die beiden Gleichungen: 



lind 



r, ■ dtp^ ■ cos «j = r, ■ rfijp, - cos a^ 



dfpi ■ sin a, = d^j, ■ sin a,, 

woraus sich durch Division die Bedingung: 

r, cotg«! -»-, cotga, 

dafür ergibt, daß zwei Sotati<mshj/p&-bolöide in eine Lage gebracht werden 
können, in der sie sich gegenseitig berühren. 
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Damit ist auch die LSsnng za folgender Aufgabe gegeben: Gegeben 
sind etDci Achsen 2, und 9, in dan Abstände r voneinander und unter 
dem Winkel a. Es sollen die beiden Sotationshyperboloide bestimmt tcerden 
deren Achsen 91, und 21, sind, mit der Bedingung, daß die Dr^ung des 




einen sich so auf das andere überträgt, daß die Umdrehungsgeschwindig- 
ieOen sich verhalten wie u\ : u>^, worana sieb sofort ergibt, daß 

dqcj : d(pf = «', : iCj 
ist. In Fig. 600 ist mj, : ir, =1:2 angenommen. 
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Projiziert man die AchBen "H, and ^ in solcher Lage, dafi %, 
senkrecht auf der Horizontalebene steht nnd 8| parallel der Vertikal- 
ebene iflt, 80 ist auch die BerUhrungamantellinie m, die zunächst zu er- 
ermitteln ist, parallel der Vertikalebene, und die Winkel a^ und o,, die 
Ton der Berührungsmantellinie mit den Achsen gebildet werden, proji- 
zieren sich auf die Vertikalebeoe in wahrer Größe. Zur Bestimmnng 
von «i, a,, r, und r, stehen dann die folgenden vier Gleichungen zur 
Vertagung: 

(1) «. + «,-«, 

.1.., _d»,_» 

^ ' Blna, dq>, tc, ' 

(3) r, + r,-a 
und 

(4) f, cotg«j = Cj eot^a,. 

Aus ihnen können die gesuchten vier BestimmungagrÖfien folgender- 
mafien konstruktiv ermittelt werden: Aus Gleichung (1) und (3) können 
zunächst a^ und a, dadurch bestimmt werden, daß man m' so zwischen 
9,' und %,' legt, dafi die Abstände eines beliebigen Punktes von 31,' 
und Ä,' sich wie w, : w, verhalten. Aus Gleichung (3) und (4) erhält 
man r, und r,, wenn man r senkrecht auf m' zwischen 81,' und ^' 
hineinlegt 

Nunmehr können beide Hyperboloide durch eine Reihe von Mantel- 
linien dai^estellt werden. Das senkrechte Hyperboloid möge oben und 
unten durch zwei gleiche Parallelkreise abgeschnitten werden. Von den 
beiden Punkten a und c aus wird dann in der Horizontalprojektion der 
Ereis je in etwa 24 gleiche Teile geteilt und die zusammengehörenden 
Punkte der Reihe nach miteinander verbunden, indem man von ac aus- 
geht. Endlich werden die einzelnen Mantellinien noch hinaufgelotet auf 
die Vertikalebene. Die Bestimmui^ der Mantellinien des schiefen Hyper- 
boloids erfolgt in gleicher Weise unter Benutzung einer HilfsborizoutaJ- 
ebene, die senkrecht auf der Achse 3I| steht. Da sich tc, : w, wie 1 : 2 
verhalten soll, so ist der Grundkreis dieses Hyperboloids nur in 12 
gleiche Teile zu teilen. 
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XXU. Kapitel. 

Windschiefe Begelfläctaen liötaerer Ordnnng, 

172. Einfache Beispiele. Die windschiefen Regeläächen zweiter 
Ordnung sind deshalb die einfachsten, weil alle drei Leitkurven gerade 
Linien sind. Im allgemeinsten Falle sind die drei Leitlinien krumm- 
linig. In der Praiis kommt dieser Fall freilich kaum Tor. Stets ist 
mindestens eine Leitlinie geradlinig; dieselbe kann anch im Unendlichen 
liegen und dann durch eine Richtungsebene ersetzt werden. IHe Bct 
Stimmung irgendeiner Mantellinie der durch ewei Kurven und eine Gerade 




als Leiäinien gegd>men Fläche geschieht dadurch, daß man durch die Leit- 
gerade, bzw. parallel der Bichtnngsebene eine Ebene legt, deren Schnitt- 
punkte mit den beiden krummlinigen Leitlinien bestimmt und diese ver- 
bindet Am einfachsten ist die Konstruktion dann, wenn die Leit^erade 
senkrecht auf einer Grundebene steht (Fig. 601), bzw. die Richtungs- 
ebene parallel einer solchen ist. Einige praktische Beispiele mögen das 
Gesagte erläutern. 

Sind jswei Kurven, die in parallelen Eb&ten liegen, durch eine wind- 
schiefe Regelflädie g\t überspannen, z. B. zwei Ellipsen, deren Achsen 
horizontal und unter sich' parallel sind, während der Mittelpunkt der 
einen senkrecht unter dem der anderen liegt, so kann man als dritte 
Leitlinie eine Gerade je nach den Umständen wählen. Sollen z. B. die 
Verbindungslinien der Scheitelpunkte Mantellinien werden und die Fläche 
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zwei Sjmmetralebenen besitzen, so kami man entweder die Leitgerade 
senkrecht auf der Vertikalebene — oder aQch Seitenrißebene — annehmen. 
Alle MantellJnien gehen dann in der Vertikalprojektion — im Seitenriß 
— durch einen Punkt und sind dadurch bestimmt (Fig. 603). Oder 
man kann die Leit^erade durch die beiden Mittelpunkte der Ellipsen 






legen; alle Mantellinien gehen dann in der Horizontalprojektion dnrch 
den gemeinschaftlichen Mittelpunkt beider Ellipsen (Fig. 603). Endlich 
können die beiden Kurven auch durch eine entnickelhare Regelfläche 
fiberspannt werden; eine Mantellinie ist dann in der Horizontalprojektion 
durch parallele Tangenten an beide Ellipsen bestimmt (Fig. 604). 

Statt der dritten Leitkur re kann- 
wenn zwei parallele Leitkurren gegeben 
sind, auch eine Ricbtungsebene parallel 
einer Grundebene angenommen werden, 
, 80 daß die Projektionen der Mantel- 
linien in der anderen Grundebene paral- 
lel der Frojektionsachse sind. Zur Be- 
stimmung der Hantellinien werden die 
beiden Leitkurven durch eine Schar paral- 
leler Ebenen geschnitten und zusammen- 
gehörige Schnittpunkte verbunden. Soll 
z. B. ein Gewölbe fiber konvergierenden 
Widerl^em konstruiert werden, wenn die beiden gleichhohen Stim- 
äächen gegeben sind, so kann das dadurch geschehen, daß die beiden 
Stirnkurven durch eine Schar horizontaler Mantellinien miteinander 
verbunden werden {Fig. 605). Werden die Mantellinien als Fugenlinien 
benutzt, so müssen die Fugenflächen parabolische Flächen sein. 

173. Das Konoid. Kann man die Form einer oder beider Leit- 
kurven auswählen, so bestimmt man sie so, daß die FUche möglichst 
einfach wird. Nächst dem Paraboloid und Hyperboloid ist die einfachste 
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windschiefe Regelääche das Konoid j es wird beatimtnt durch eine Leit- 
karve, eine Leitgerade und eine Kichtungsebene. Eine beliebige Mantel- 
linie erhält man dadurch, daß man Leitgerade und -kurve durch eine 
Ebene parallel der Eicbtungsebeoe schneidet und die Schnittpunkte ver- 
bindet; die Fläche heißt dann senkrechtes Kreiskotioid, wenn die Leit- 
kurve ein Kreis ist, nnd die Ebene desselben, sowie die Leitgerade 
senkrecht auf der Richtungaebene stehen (Fig. 606). Es besteht aus 
zwei sackartigen Mänteln und hat in der Leitgeraden einen Selbstdurcb- 
■chnitt, der zugleich Striktionslinie ist. Zwei Flächenelemente sind zy- 
lindrisch und zwei konisch. Die Fläche hat nichts zu tun mit einem 




entwickelbaren DStenaack, der ans zwei Kegelteilen besteht, zwischen 
die sich zwei ebene Dreiecke hineinlegen (Fig. 607). 

Auch das Konoid wird häufig verwendet zur Überwölbung konver- 
gierender Widerlager. Sind z. B. nur die beiden Widerlager und eine 
kreisförmige Stirnfläche gegeben, und soll ein Konoid als Gewölbeftäche 
verwendet werden, so bestimmt man zunächst durch den Schnittpunkt 
der verlängerten Eämpferfugen die vertikale Leitgerade, durch diese, die 
Horizontalebene als Richtungsebene und den Stimkreis ist die Fläche 
bestimmt. Die zweite Stimkurve erhält man durch einen parallelen Schnitt 
der Mantellinien zur gegebenen Stimfläche. Dieselbe ist eine Ellipse, weil 
jede Ordinate ra| zu ox in konstantem Verhältnis steht (Fig. 608). 

Tritt an Stelle des Leitkreieee diejenige Raumkurve, die entsteht, 
wenn eine Kreisfläche auf einen Rotationszylinder aufgewickelt ist, 
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so wird aus dem senkreclitea Ereiskonoid das BOgenatmte modifizierte 
Kreiskonoid. Dasselbe wird häafig als WöVmngsftäche eines Torbogens 
benutzt, der radial in einen gylindrischen Rundbau führt (Fig. 609). 

Tritt an die Stelle der Leitkurye eine Leitfläche, z. B. eine Kugel, 
so wird aus dem Kouoid ein Fläcbenkouoid, z. B. ein Kugelkonoid. Eine 
beliebige Mantellinie wird wieder durch einen ebenen Schnitt parallel 
der Richtungsebene bestimmt (Fig. 610). 



174, Das Zylindroid. Wird von einem durch zwei beliebige 
Schnitte begrenzten Zylinder die eine der Schnittkurväi parallel mit 
sich selbst vertikal verschoben, so werden aus den ZylindermaDtelliDien 
die Mantellinien einer windschiefen Fläche. Bei der Verschiebung be- 
wegen sich alle Mantellinien iu einer vertikalen Ebene; sie sind also auf 
der entstandenen Fläche bestimmt durch zwei Leitkurven und eine Rich- 
tungsebene. Eine solche Fläche heißt Zyltndroid (Fig. 611). 





Ein Zylindroid wird beispielsweise als Leibungsfläctie eines Gewölbes 
verwendet eur Unterstütetmg einer viereckigen Spinddtreppe. Bei dieser 
dient ebe quadratische Säule als Spindel in der Mitte des quadratischen 
Treppenhauses. Der vierte Teil eines Gewölbeumgangs wird dann be- 
grenzt von zwei Halbellipsen, die in den Diagonalflächen liegen, und von 
denen jede folgende um ein konstantes Stück Tertikai in die Höhe ge- 
rückt ist (Fig. 612). 

Die Dimensionen der Ellipse sind derartig, daß sie sich anf die 
Vertikal- und Seiten rißebene als Kreise projizieren. Die Mantellinien des 
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Zylindroida sind parallel den Tertikalen TreppeDhauawändeD, ihre Hori- 
zoatalprojektionen also parallel den Seiten des GrundriBqnadrates und 
können somit leicht eingezeichnet werden. In den Ellipsen hSngen die 





Flächenstücke des einen Zylindroids mit Flächenstücken des nächatfol- 
geaden zusammen. 

Ein derartiges Gewölbe kann als Modifikation eines schief ansteigen- 
den Tonnengewölbes anfgefaßt werden. 



175. Das schiefe Brückengewölbe mit geradlinigen Fogen. 

Sollen zwei parallele Kurven, z, B. zwei Halbkreise durch ein Gewölbe 
Überspannt werden, wenn die Eänpferlinien nicht senkrecht auf den 
Stirnflächen stehen, wie es bei schiefen Brücken oder schiefen Matter- 
durchgängen nicht selten vorkommt, 
so ist als Leibungsftäche ein Zylin- 
der dann nicht möglich, wenn die 
Fugen geradlinig sein sollen. Denn 
schneidet man den Zylinder recht- 
winklig durch die Ecken des Grund- 
risses, so hält sich zwar das Mittel- 
stück im Gleichgewicht, weil hier der Druck senkrecht zu den ebenen 
Fagenflächen wirkt; dagegen üben die beiden Äoßenstücke einen seitlichen 
Gewölbeschub aus, dem kein Gegenschnb geleistet wird (Fig. 613). Es 
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müflsen daher die Fugen bei Änweadung eines Zylinders Icraiiinilinig 
sein. Wir werden später eine Lösung kennen lernen, bei welcher die 
Fugenlinien Schraubenlinien und die Fugenflächen Wendelflächen sind. 

Das PrMem der schiefen Brücke kann aber auch mit geradlinigen 
Fugen unter Benuteung einer windschiefen Begelfiäche gdöst werden. Es 
kann dann, da zwei Leitkurren durch die beiden Halbkreise gegeben 
sind, als dritte eine Leitgerade benutzt werden. Diese muß so bestimmt 
werden, daß die beiden gegebenen Kämpferlinien und die mittlere, zu 
den Stirnflächen senkrechte Mantellinie, die bekannt ist, durch sie hin- 
durch gehen, und daß der Gewölbedruck nahezu senkrecht zu den Fugen- 
flächen wirkt. Bas ist dann der Fall, wenn die Leitgerade senkrecht 
zu den StirnflächeD durch den Mittelpunkt des Grundrißparallelogramms 
hindurchgeht. Die mittlere Mantellinie wird von dieser Geraden im Un- 
endlichen geschnitten (Fig. 614). 

Die einzelnen Mantellinien sind dann in der Vertikalprojektion leicht 
zu bestimmen, weil sie alle durch 
einen Punkt hindurchgehen müssen. 
Die Fugenflächen sind paraboloi- 
dische Flächen, 




176. Der Kftrseiller BogeD. Beim Marseiller Bogen handelt es sich 
um einen Mauereingang mit ahgesc^rägten Pfeilenvänden, der hinten durch 
zwei FIfigeltiiren mit halbkreisförmigem Kopf so geschlossen ist^ daß die 
Türflügel in den Mauerausschnitt hinein geöffnet werden können. Damit die 
Türen beim Öffnen in dem Mauerausschnitt Platz haben, muß die WSBtung sich 
nach vorne hin erhöhen. Der vordere Stimbogen möge ein höher liegender 
Stichbogen sein; er muß also so hoch liegen, daß das von den Yiertels- 
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kreisen der Toren beschriebene WulBtatück darunter Platz hat (Fig. 615), 
Eine der beiden Leitkurven ist dann ein Halbkreis, die andere eine 
gebrochene Linie, die aus dem Stichbogen und zwei vertikalen Kanten 
besteht. Als dritte Leitkurre träbU man am zweckmäßigsten eine Ge- 
rade senkrecht zu den Stirnflächen durch den Schnittpunkt der KSmpfer- 
linieu. Die Mantellinien sind dann in der Yertikalprojektion leicht zu 
bestimmen, weil sie alle durch einen Punkt, den Mittelpunkt des Halb- 
kreises, hindurch gehen müssen. 

XXIU. Kapitel. 

Windschiefe Schranbenflächen. 

177. Allgemeine Splralfläclien. Die Spiralflschen werden durch 
eine Kurve erzengt, die einer schranbenlinigen Bewegung unterworfen 




wird. Denkt man sich eine Kurve zunächst nur um eine Achse gedreht, 
BO entsteht eine Rotationsfläche; tritt zu der drehenden Bewegung noch 
gleichzeitig eine fortschreitende, proportional der Drehung und parallel 
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der Achse, b6 entsteht eine Spiralfläche. Zu jeder Spiralfiäche gehört 
also eine Botationsßädte. Es ist daher zweckmäßig, wie bei den Rota- 
tioneflächen auch bei den Spiralflächen die Achse senkrecht aaf der 
Horizontalebene stehend zu wählen. 

Bei der beschriebenen Bewegung beschreibt jeder Punkt der erzeugenden 
Kurve eine Schraubenlinie. Alle Schraubenlinien haben dieselbe Achse 
und dieselbe Ganghöhe und können daher nicht nur einzeln, sondern 
auch in ihrer Oesamtheit in sich selbst verschoben werden. Die ein- 
zelnen Schraubenlinien unterscheiden sich nur durch ihren Radios. 

Die Kurve, in der die Spiral- 
fläche von einer durch die Achse 
gehenden Ebene geschnitten wird, 
heißt Meridian. Derjenige Meri- 
dian, der parallel der Vertikalebene 
liegt, heißt /faup^ffler/dia»; er pro- 
jiziert sich in wahrer Gestalt. Die 
zu der Spiralfläche gehörende liota- 
tionsfläche hat denselben Meridian 
wie diese in gleicher Lage zur Acl^se. 
Während aber der Hauptmeridian 
bei der Rotation sSuche zugleich 
Umrißlinie ist, ist das bei der Spi- 
ralfläche nicht der Fall. 

Wie es anf der Rotationsfläche 
zwei Systeme von Kurilen — Me- 
ridiane und Parallel kreise — gibt, 
so gibt es auf den Spiralflächen 
eine Schar Meridiane und eine 
Schar ScJtraubenlinien. Durch jeden 
p^, (IT. Punkt der Fläche geht eine Kurve 

jeder Schar. 
Soll also in einem Flächen punkte die Tangentialebene bestimmt 
werden, so legt man durch ihn die Schraubenlinie und den Meridian, an 
beide Kurven die Tangenten und durch diese die Tangentialebene. 

Ist die Meridiankurve die Erzeugende einer Spiralfläche, so gestal- 
tet sich die Darstellung derselben ganz ähnlich wie bei den Ro- 
tationsflächen. In der Horizontalprojektion drSckt sich die fortschrei- 
tende Bewegung längs der Achse, da sich diese als Punkt projiziert, 
nicht aus. Die Horizontalprojektion der Spiralfläche ist also dieselbe 
wie diejenige der zugehörigen Rotationsfläche. Soll eine beliebige Lage 
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der Erzeugenden ia der Vertikalprojektion beBtimmt werden, so zeiclinet 
man dieselbe zunäclist unter Weglaasung der fortschreitenden Bewegung, 
also als Meridian der Rotationsfläche. Erat nacbträglich wird derselbe 




vertikal in die Höhe gerückt, und zwar, wenn der Winkel, den, er in der 
Horizontalebene mit dem Hauptmeridian bildet gleich — ■ 360* ist, um 
— -Ä {Fig. 616). — Der Umriß ist als Umhüllungslinie einzelner Lagen 
der Erzeugenden zu bestimmen. 

Durch den Meridian als Erzeugende bestimmte Spiralfläcben kommen 
bei Schraubengewinden, Treppengeländern (Fig. 617) usw. vor. 
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Häufig wird statt des MeridiaDB dne Sf^nitÖiurve senkrecht zur 
Schraui>eniinie als Erzeugende benntzt. Ist dieselbe ein KreiB, so ent- 
steht die Serpentine oder das Schlangenrofar (Fig. 618). 

Die Horizontalprojektiooen des Kreises sind in allen L^en kongruente 




Ellipsen, weil alle Kreisebenen denselben Neigungswinkel haben. Bei 
der Herstellung der Vertikalprojektion einzelner Kreisl^en geht man am 
besten von derjenigen L^e aus, bei welcher die Kreisebene senkrecht 
auf der Vertikalebeue steht, der Kreis sich also als gerade Linie proji- 
ziert. Sollen bei einem Umgang zwölf Lagen in gleichen Abständen 
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gezeichnet werden, ao liegt bei der nächsten Lage jeder Punkt am '/u ■ h 
hdher. 

Der Umriß wird als tJmhQlluDgslmie der einzelnen Lagen loeatimnit. 
Handelt eB sich nor nm die Beatimmung des Umrisses, so ist dieser ein- 
facher zu erhalten, wenn man dieselbe FUiche 
dadurch erzeugt, daß man eine Kugd als Erzeu- 
gende benutzt. Er wird dann aU Umhailung 
TOn Kreisen erhalten, deren Mittelpunkte auf 
der Schraubenlinie liegen, die der Engelmittel- 
punkt erzeugt (Fig. 619). Der Umriß zeigt 
ähnliche Überschneidungen, wie sie bereits bei 
Rotationsflächen hyperbolischer Krümmung be- 
obachtet wurden. In einem Rück kehrpunkte 
wird er unsichtbar, um erst nach einem zwei- 
ten Rückkehrpunkte, und nachdem er sich selbst 
geschnitten hat, wieder sichtbar zu werden. 

In ähnlicher Weise, wie die entwickelbare " 
Seh raubenfläche dadurch sich erzengen ließ, daß 
ihre St^mittkorre mit einer Ebene senkrecht zur 
Achse, die Kreisevolvente, einer schraubenlinigen 
Bewegung unterworfen wurde, können auch alle 
SpiralSächen erzeugt werden. Die Kurve, in 
der eine Spiralfläche durch eine Ebene senkrecht 
zur Achse geschnitten wird, heiBt ihre Basis- 
kurve. Auch sie kann als Erzeugende benatzt 

werden. Ist dieselbe ein Kreis, so entsteht eine gewundene Säule, wie sie 
beim Barock häufig zur Anwendung gelangt. Kompliziertere Kurven er- 
zeugen kompliziertere Flächen (Fig. 620). 




178. Die gesehränkie oder offene 8chran1>enfllche. Ist die Er- 
zeugende einer Spiralfiäche eine gerade Linie, so entsteht eine wind- 
schiefe St^raubenftäche. Schneidet die Erzeugende die Schraubenachse 
nicht, 80 heißt die Fläche geschränkte oder offene Schraubenfläehe. Schneidet 
die erzeugende gerade Linie die Achse, so entsteht die axiale oder ge- 
schlossene Schraubenfläche. 

Die geschränkte Schrauben fläche ist bestimmt, wenn der kürzeste Ab- 
stand der Erzeugenden von der Achse, der KehlhaUmesser, —• der Winkel, 
den die Erzeugende mit der Achse bildet, der Anlagetcinkel — und die 
Ganghöhe der Schraube gegeben sind. 

Die itugehörige Rotationsfläche ist das hyperbolische Hyperboloid. 
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Bei der Konstruktion einzdner ManfeUitiien der geachränkten Sohrauben- 
fläche geht man daher auch ron diesem aus, analog dem Verfahren bei 
den allgemeinen Spiralfläcben, nnd rückt jede einzebie Mantellinie nach- 
träglich um ein dem zugehörigen Drebungswinkel proportionales Stück 
in die Höhe. Um ein plastisches Bild von der Flüche zu erhalten, be- 
grenzt man ein Stock der Flüche dadurch, daß man von der Kehl- 
Bchraubenlinie aus, die vom Endpunkt des Kehlhalbmeesers beschrieben 
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wird und Striktionslinie ist, auf allen HanteUiDien gleiche Stacke nach 
beiden Seiten abschneidet. Eine solche Flächenzone kann am einfach- 
sten gezeichnet werden, wenn man zuerst die leiden abschließenden 
Schraubenlinien konstruiert und zwischen diese die Erzeugende in ver- 
schiedenen gleich weit voneinander entfernten Lagen — etwa 12 bei 
einem Umgang — einzeichnet (Fig. 621). 

Denkt man sich die Fläche in unendlicher Ausdehnung, so besitzt 
sie seh rauben 1 in ige Selbstdurchscbnitte in derselben Weise wie die ab- 
wickelbare Schrauben&äche. Soll nur das StQck bis zum ersten Selbst- 
durchschnitt gezeichnet werden, so geht mau wieder am besten von 
diesem aus und verfährt im Übrigen ähnlich wie in Fig. 621. 

Die Meridiankurve hat je nach der GrÖfie des Anlagewinkels ver- 
schiedene Typen. Ist der Anl^ewinkel gleich dem Komplement des 
Steigungswinkels der Kehlachraubenlinie, so fallen die Erzeugenden in 
jeder Lage mit den Tangenten der Eefalscbraubenlinien zusammen. Man 
hat dann den ^zietlen Ftdl der entwiclelharen Schraubenfläche. Die 
Meridiankurve hat in diesem Fall einen EiicHehrpunit (Fig. 622), Ist 
der Äuli^ewinkel kleiner, so hat sie einen Scheitelpunki (Fig. 623), ist 
er größer, eine Schleife (Fig. 624). Jeder Eurvenzweig hat zwei 
Asymptoten. 

Die Basishurve ist die allgemeine Kreisevolvente, jedoch sind die 
Tangenteu in den einzelnen Punkten nur bei der entwickelbaren Schrau- 
benfläche gleich den rektifizierten Bogenstücken ; beider allgemeinen ge- 
schränkten Seh rauben fläche sind sie den Bogenstücken nur proportional. 

179. Die axiale oder geschlossene Schraubenfläche. Eine axiale 
oder geschlossene Schrauhenflädie wird von einer Qeraden erzeugt, die 
einer schraubenförmigen Bewegung unterworfen wird, wenn dieselbe die 
Achse schneidet. Sie ist als SpezialfaU der geschränkten Schraubenfläche 
zu hdrackten, und aus dieser dadurch entstanden, daß der Kehlhalbmesser 
gleich Null geworden ist Daher ist sie bestimmt durch die Ganghohe 
der Schraubenlinie und den Winkel, den die Erzeugende mit der Achse 
bildet — den Anlagewinkel. 

Die zugehörige Rotationsfläche ist der Kegel. Bei der Konstruktion 
einzelner MantelUnien geht man daher auch von diesem aus und rückt 
erst nachträglich jede einzelne ManteUinie um ein dem zugehörigen Dre- 
hungswinkel proportionales Stück in die Höhe. 

Das Erzeugungsgesetz der geschlossenen Schraubeufläche kann mannig- 
faltig ausgedruckt werden. Bewegt sich z. B. eine Gerade so, daß sie 
eine Schraubenlinie und ihre Achse ständig schneidet, und zwar die letz- 
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tere unter konatantem Winkel, so beBchreibt sie eine Hxiale Schrauben' 
fläche (Fig. 625). Auch durch svrei konaxiale Schraubenlinien und ihre 
gemeinsame Achse als Leitlinien einer Geraden, die ständig beide Schrau- 
benlinien und die Achse schneidet, ist eine axiale Scbraubenfläcbe be- 
stimmt (Fig. 626). Dreht sich ein rechtwinkliges Dreieck um eine 
Kathete als Achse und verschiebt sich diese gleichzeitig längs der Achse, 
proportional mit der Drehung, so beschreibt die Hypotenuse gleichfalls 
eine geschlossene Scbraubenfläche 
(Fig. 627). Die zuerst angegebene 
Erzen gungs weise ist die einfachste. 

Um eine plastische Darstellung 
der Fläche zu erhalten, konstruiert 
man etwa nur das Stück der Fläche, 
das mau erhält, wenn man auf allen 
Mantellinien von der Achse aus glei- 
che Stücke abschneidet, oder wenn 
man das Stück zeichnet, das von zwei 
auf der Fläche liegenden konaxialen 
Schraubenlinien begrenzt wird (Fig. 
628). Solche Zonen sind es auch, 
die bei in der Praxis verwendeten 
Schrauben benutzt werden. 

Um bei der Konstruktion der 
einzelnen Mantellinien dieselben 
Teilpunkte auf der Achse benutzen 
zu können, die zur Konstruktion der 
Schraubenlinie erforderlich waren, 
und um eine hübsche Figur zu erhal- 
ten, wählt man den Anlagewinkel so, 
daß die axiale Kathete eines recht- 
winkligen Dreiecks kommensurabel mit der Ganghöhe ist, und daß, wenn 
die horizontale Kathete in der Grundebene liegt, die Hypotenuse durch 
einen Teilpunkt der Achse hindurchgeht. Man hat dann zur Konstruktion 
der Mantellinien nur die aufeinander folgenden Schraubentinienpunkte, 
die von der kreisförmigen Horizontalprojektion aus bestimmt werden, 
mit den entsprechenden aufeinanderfolgenden Achs enteilpunkten zu ver- 
binden. Bei der Teilung des Kreises ist zu vermeiden, daß ein Teil- 
pnnkt in den vordersten oder hintersten Kreispunkt hineinfällt, da sonst 
die Vertikalprojektion der zugehörigen Mantellinie in die Achse hinein- 
fallen würde, wodurch das plastische Bild der Fläche litte. Der Umriß der 
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Fläche wird als Umhüllungslinie der Mantellinien bestimmt. Ist der 
AnlagewJDkel einer axialen Sebraubenfläche gleich 90", so heißt dieser 
spezielle Fall derselben axiale Wendelfläche (Fig. 629). Um eine pla- 
stische Yorstellnng der Fläche '/m erhalten, begrenzt man die einzelnen 
Mantellinien durch eine auf der Fläche liegende Schraubenlinie. 

ISO. TaDgentialaufgabeo fQr die axiale Schraabenfläcbe. Um 

die Tangentialebene eines Flächenpunktes zu bestimmen, legt man durch 
diesen die Mantellinie und die Schraubenlinie, bestimmt die Tai^ente an 
die letztere und legt durch beide Geraden eine Kbene hindurch. Liegt 




der betreffende Punkt auf der schon gezeichneten Leitscbraubenlinie, so 
ist die Konstruktion einfach. Die Spur der Tangentialebene geht dann 
durch die Sparen P der Mantellinie und S der Tangente (Fig. 630). 
Liegt der Ftächenpunkt nickt auf der Leitschraubenlinie nnd auch nicht 
auf einer bereits gezeichneten konasialea Schraubenlinie, so mtifite eine 
solche zunächst konstruiert werden. Doch kann man die Zeichnung der- 
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selben auch durch folgende Überlegung umgehen. Ist X der Fläcben- 
punkt, in dem die Tangentialebene konstruiert werden Boll, und A der- 
jenige Punkt der dnrcb X gehenden Mantellinie, der auf der Leitachrau- 
benlinie liegt, eo ziehe man zunächst x'y' und ah' senkrecht zur Achse. 
Denkt man sich nun die durch X gehende SchranbenlJnie gezeichnet und 
die Mantellinie OA so weit zurückgeschraubt, bis sie parallel der Vertikal- 
ebene liegt, A also nach A^ fällt, und sei die Horizontal ebene durch A^ 
gelegt, so liegt der Punkt X um das Stück h'y über der letzteren. 
Durch diese Lage von X legt man nunmehr eine Hilfshorizontalebene, 
deren Höhe also über der ursprünglichen durch das Stück b'y gegeben 
ist, und konstruiert zmüchst in dieser die Spur der Tangentialebene in 
X. Die Spur S der in X gezogenen Tangente der Schraubenlinie wird 
in der Hilfshorizontalehene auf OS durch eine Parallele durch x zu aS 
bestimmt. Die Mantellinieuspur Tl wird auf OP dadurch ermittelt, daß 
Pn=ax gemacht wird. Dann ist HS^ die Spur der Tangentialebene 
in der Hilfshorizontalehene. Um sie anch in der ursprünglichen zu er- 
halten, hat man nur noch durch P die Parallele zu nH zu ziehen. Die 
Tertikaispur der Tangentialebene geht durch die Vertikalepur der Mantel- 
linie. 

Diese Eonetruktion liefert zugleich ein Mittd, um für eine beliebige 
durch eine Mantellinie gelegte Tangentialebene, den Berührungspunkt X zu 
bestimmen. Da nämlich PH -= ax ist, so ist das Dreieck 11 Sx kon- 
gruent dem Dreieck Fifa, wenn U der Schnittpunkt von Sa mit der 
Horizontalspur der Tangentialebene ist; daher ist US parallel PO. Um 
also den Berührungepunkt X einer beliebigen Tangentialebene, die durch 
die Mantellinie OP geht, deren Spur also beliebig durch P gelegt ist, 
zu bestimmen, bat man nur die Spur S der Tangente in A zu ermitteln, 
durch den Schnittpunkt ü derselben mit der Tangentialebenenapur eine 
Parallele zu PO zu ziehen, die OS im Punkte 2^ trifft, und durch £ 
endlich eine Parallele zu Sa zu zeichnen, die den Punkt x auf OP be- 
stimmt. 

Nunmehr läßt sich auch der Serührungsk^el von einem Punkte aus 
au die Fläche und der Berilkrungszylinder parallel einer gegebenen Ge- 
raden legen. Man hat nur eine Reihe von Ebenen durch den gegebenen 
Punkt, bzw. parallel der gegebenen Qeraden und durch einzelne Mantel- 
linien zu legen. Die nach der letzten Konstruktion zu bestimmenden 
Berührungspunkte dieser Tangentialebenen bestimmen die Berübnings- 
kurve des Kegels, bzw. des Zylinders. Alle Tangential^ienen in den 
Funkten einer Schraubenlinie der Fläche haben denselben H&rieontalnei- 
gungswinkel; denn läßt man einen Punkt eine Schraubenlinie durchlaufen. 
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BO schraubt sich die von der durch diesen Punkt gehenden Mantel- 
lioie und der Tangente gebildeten Ebene mit. Zerlegt man diese Bewegung 
in eine fortschreitende und drehende, so wird bei der ersteren die Ebene 
parallel verrückt, bei der letzteren die Ebene um die Schraubenacbse 
gedreht. Beide Male ändert eich aber der Winkel, den die Ebene mit 
der Achse bildet, nicht. Dieser ist aber das Komplement des Horizon- 
talneigungswinkels der Tangentialebene. 

Daher haben auch alle FlÖchmnormalen längs einer Schraubenlinie 
gleicJten Horizontalneigangswinkel. 

ISl. Die fixiale SchrBobenfläche In anendlicher Ansdehnong 
und die Kem8Chraiil>e, Verlängert man sämtliche Mantellinien einer 
axialen Schrauben flache, bei welcher der Anlagewinkel kleiner als 90" 
ist, nach abwärts, so er- 
hält man ein Flächenge- 
; bilde, das sich in unend- 

lich vielen zeltartigen Win- 
dungen, eine über die 
andere geschachtelt, um die 
Achse herumwindet. Die 

Horizontalspuren aller 
Mantellinien " bestimmen 
dabei die Basiskurve der 
Fläche. Dieselbe ist eine 
archimedische Spirale, denn 
das Wachstum des Radius 
ist proportional mit der 
erhebenden Bewegung. Die- 
se aber ist wieder propor- 
tional mit der drehenden 
Bew^ung. Es ist also 
der Radiusvektor propor- 
tional dem Argument: 
r = c{p. Zur Konstruk- 
tion der ardiimedisdten 
Spirale geht man zweckmäßig von derjenigen Lage der Mantellinie aus, 
die parallel zur Vertikalebeue ist. Zieht man durch die einzelnen 
Achsenteilpunkte zu dieser Mantellinie Parallelen, so bestimmen diese auf 
der Frojektionsachse die ßadienlängen Ton '/n ^u Vi» Drehung, wenn 
die Ganghöhe in 12 Teile geteilt ist (Fig. 631). 
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YeTläDgert man die einzelnen Mantellinien aacb nach der anderen 
BIchtung über die Achse hinaus, so erhält man einen nach aufwärts ge- 
stülpten zweiten Mantd der Fläche, der dem ersten kongruent ist. Die 
Achse ist für die Gesamtääcbe Striktionslinie. 

Die beiden Mäntd durchschneiden sich gegenseitig in unendlich vielen 
Schraubenlinien, deren gegenseitige L^e leicht zu übersehen ist, wenn 
man den vollständigen Meridian der Kurve herstellt (Fig. 632), Derselbe 
entsteht dadurch, daß man alle in der Hauptmeridianebene liegenden 
Mantellinien verlängert. Man erhiilt 
dadurch ein rautenförmiges N^etz ge- 
rader Linien. Denkt man sich dieses 
Netzwerk einer schraub enlinigen Bewe- 
gung unterworfen, so beschreiben die 
einzelnen Schnittpunkte der Geraden 
die einzelnen Schnittschraubenlinien, 
in denen sich die Flache selbst durch- 
schneidet. Damit ist die Konstruktion 
der einzelnen Schnittkurven, besonders 
auch der innersten, gegeben. Eb sind 
konaxiale Schraubenlinien, deren Gang- 
hohe übereinstimmt mit der Ganghöhe 
der Leitschraubenlinie, und deren Ra- 
dius aus dem Anlagewinkel und der 
Ganghöbe leicht ermittelt werden kann. 

Der Radius der innersten Schnittschi'aubenlinie ist gleich der Höhe 
eines gleichschenkligen Dreiecks, dessen Basis gleich der halben Gang- 
höhe und dessen Basiswinkel gleich dem Anlagewinkel ist. 

Derjenige Teil der Fläche, den man erhält, wenn man dieselbe 
durch den ersten Selbstdurchschnitt begrenzt, heißt Kentschraubenftäctie 
und ist ein korkzieherartiges Gebilde (Fig. 633). Dieselbe wird am ein- 
fachsten dadurch dargestellt, daß man ausgeht von der Schnittschrauben- 
linie und diese als Leitlinie für eine Gerade derart benutzt, daß die Er- 
zeugende die Schraubenlinie zweimal und außerdem die Achse schneidet. 
D&- Umriß wird durch Umhüllung der Erzeugenden bestimmt. Er hat 
die Hauptmeridianlinien zu Asymptoten und ist in einiger Entfernung 
von der Achse nur sehr wenig gekrümmt, ist also dort von einer Geraden sehr 
wenig verschieden. Diese Bemerkung ist für das Zeichnen von in der 
Praxis vorkommenden Schraubenbolzen von Wichtigkeit (vgl, den näch- 
sten Paragraphen). — Die Basiskurve wird von der Schleife einer archi- 
medischen Spirale gebildet. Die Kernschraubenfläche kann also auch, 
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wenn man eie als gewundene Säale auffaßt, dadurch erzeugt werden, dnß 
man die Spirale einer schranbenlinigen Bewegung onterwirft. 

183. Die schaifg&ngige Schraube. In der Praxis werden zu 
Schraubengebilden vorzugsweise axiale Schraubenöächen verwendet. 

Denkt man sich ein gleiclisclienk- 
liges Dreieck, dessen vertikale Grund- 
linie gleich der Qangbölie einer Schrau- 
benlinie ist, BO einer schraubenlimgen 
Bewegung unterworfen, daß die End- 
punkte der Grundlinie auf der Schrau- 
benlinie entlang gleiten, während die 
Ebene des Dreiecks ständig durch die 
Schraubenacbse geht, so beschreibt 
das Dreieck einen scharfgängigen 
Schraubenbolsen. Die Grundlinie des 
Dreiecks bewegt sich dabei auf einem 
Zylinder, der die Spindel des Bohens 
heißt (Fig. 634). Jeder Schenkel des 
Dreiecks beschreibt eine Zone einer ' 
besonderen axialen Schraubenfläche. 
Beide Schraubenflächen schneiden 
sich in der von der Spitze des Drei- 
ecks beschriebenen Schraubenlinie, 
deren Ganghöhe gleich der Ganghöhe 
der LeitschraubenUnie ist. 

Zur Konstruktion des scharfgän- 
gigen Schravbenholeens zeichnet man 
zunächst die beiden Schraubenlinien. 
Der Umriß der beiden Schrauben- 
flachen, die den Bolzen bilden, ist 
eigentlich krummlinig, wie aber am 
Schlull des vorigen Paragraphen be- 
merkt wurde, nur wenig von einer 
geraden Linie verschieden und kann daher durch die gemeinschaftliche 
Tangente ersetzt werden. An den äußeren Ecken des Umrisses bilden 
sich daher keine Spitzen aus, wie man es so häufig auf Abbildungen 
sieht, sondern zwischen zwei dort zusammenlaufenden Tangenten befindet 
sich ein kleines Bt^enstück der äußeren Schraubenlinie. Ebenso setzen 
an den inneren Ecken die beiden dort zusammenlaufenden geraden Linien 
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nicht beide eckig auf die Schraubenlinie auf, sondern die eine geht be- 
rührend in die Schraubenliniß Ober und vird von der anderen in einem 




Fig. e 



Punkte getrofiFen, der nicht auf dem Umriß der zylindrischen Spindel 
liegt, sondern etwas außerhalb davon. 

Eine mehrfache Schratte erhält man, wenn die Grundlinie des er- 
zeugenden Dreiecks gleich '/,, '/, usw. der Ganghöhe ist. 

Bei dem in der Praxis gewöhnlich verwendeten Wittcortschen 
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Sdiraubensifstem ist der KanteowiBkel gleich 55*. Die eiospriogenden 
und ausapringenden Schärfen sind etwas abgerandet. 

Dreht man ans einem maBsiTeo Körper ein schraubenbolzenförmiges 
Stück heraus, so heißt der Restkörper Schraubenmutter. Er ist also eia 
körperlicher Abdruck — eine Matrize — des SchraQbei]bol/.en8. Ist die 
Hälfte einer acharf^ngigen Schraubenmutter, die durch einen Achsen- 
schnitt erhalten wird, zu zeichnen, so gilt für diese das über die UmriS- 
ecken des Bolzens Gesäte natürlich nicht. Hier handelt es sich viel- 
mehr um einen Hauptmeridian schnitt der durch ein Aneinanderreihen des 
erzeugenden Dreiecks gebildet wird (Fig. 635). 

183. Die flaehgftDgige Schraube. Wird ein Rechteck, dessen ver- 
tikale Seite gleich der halben Ganghöhe einer Schraubenlinie bt, derartig 
einer schraabenliuigen Bewegung untertvorfen, daß der eine Endpunkt 
der vertikalen Seite auf der Schraubenlinie entlang gleitet, während die 
Ebene des Rechtecks ständig durch die Achse geht, so entsteht ein flaeh- 
gängiger Sehraubenbdlzen. Derselbe besteht ans dem Schranbenzylinder 
als Spindd, zwei Zonen zweier kongruenter Wendelflächen, die von den 
beiden wi^echten Seiten des Rechtecks beschrieben werden, und aus 
einem Stücke eines konaxialen Zylinders, das tou der ünßeren vertikalen 
Seite des Rechtecks bestimmt wird (Fig. 636). 

Zur Konstruktion des flachgängigen SchratibenboUens zeichnet man 
die vier von den Ecken des Rechtecks beschriebenen Schraubenlinien, 
von denen je zwei kongruent und nm eine halbe Ganghöhe verschoben 
sind. AUe vier Schraubenlinien haben gleiche Ganghöhe. 

Die durch einen axialen Schnitt erhaltene Hälfte der zugehörigen 
Schranbenmuäer bietet ebenfalls keine Schwierigkeit (Fig. 637). Sie 
kann auch anfge&ßt werden als ein halber Hohlzylinder, in den eine 
Reihe von schraubenförmig gewundetien Prismen hineingelegt sind 
(Fig. 638). 

Zu Wasserschrauben benutzt man häufig flachgängige Schrauben- 
bolzen mit einer dünnen Spindel und einem langgestreckten Rechteck 
als Erzeugende (Fig. 639). Um die Reibung mit dem Wasser zu ver- 
ringern, werden aus einer solchen Schraube einzelne Stücke von der be- 
kannten Gestalt eines Schraubenflügels herausgeschnitten; die einzelnen 
Flügel werden außerdem längs der Spindel verrückt, so daß die Mittel- 
linie derselben durch einen Punkt der Achse geht. — Bei der 
Schiffsschraube werden auch axiale Schraubenflächen benutzt, bei denen 
der Anlagewinkel kleiner als 00" ist. Es ist dann nur die durch den 
Wasserdruck beanspruchte Seite des Schraubenflügels eine Schrauben- 
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fläche, währeod die andere Seite des Flügels durch geeignete VeTstärknng 
der Schraubf^nfläche erhalten wird. — Auch leicht gekrümmte Linien 
werden als Erzeugende von Schif^Bchraubenflächen rerwendet. 

Auch flir Wendeltreppen ist die Graüdform der flachgängige Schrau- 




benbolzen. Der äußere Zylinder des Bolzens ist bald frei, bald haftet er 
an der Innenwand des zylindrischen Treppenhauses. Der innere Zylinder 
ist bald auf einer Spindel befestigt, bald frei. 

Von den wendelflächigen Zonen kommt nur die untere roll zur An- 
wendung, während die obere durch Einschneiden der Treppen au^e- 
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Flg. SM. 

schnitten wird, so daß nur die einzelnen Mantellinien als obere Btufen- 
kanten bleiben. Darch diese gehen die horizontalen und vertikalen 
Schnitte (Fig. 640). 

184. Das schiefe Br&ckengewÖlbe mit wendelflSchigen Fagen« 
fl&chen. Das Problem der schiefen Brücke wurde bereite in § 175 
durch eine windschiefe BegelUäche mit geradlinigen Fugen gelöst. Die 
Leihungsfläche einer windschiefen Brücke kann auch als Ereiszylinder 
ausgebildet werden. Es können jedoch dann die Mantellinien desselben 
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nicht als Pagen benutzt werden, wie bereits in § 175 gezeigt wurde. 
Dieselben mtlssen vielmehr, da sie auf den Stimkurven aus Stabilitäts- 
gründen annähernd senkrecht et«hen sollen, kmmmlinig sein. Natfirlich 




wird man möglichst einfache Fugen&urven wählen. Das sind aber vor 
allem Schraubenlinien, weil diese auf dem Zylinder geodätische Linien 
und daher auf dem abgewickelten Zylindermantel sehr leicht als gerade 
Linien zu zeichnen sind (Fig. 641}. 
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Die Schraubenlmien sind auf dem Zylindermaniel in dessen Abwick- 
lung so eimidragen, daß sie auf den StirnJeurven naheeu setikreehi stehen. Es 
geschieht das dadurch, daß man die Endpunkte der abgewickelten Stim- 
kurven, die als schwachgekrQmmte Kurren erscheinen, miteinander ver- 
bindet und senkrecht zn diesen Verbindungslinien die Lagerfugen gerad- 
linig zieht (Pig. 641). Legt mau den Mantel wieder auf das Gewölbe, 
so werden die geraden Linien zu Schraubenlinien, und die Fagenflächen ' 
werden durch die einzelnen Normalen der Schraubenlinie bestimmt. Jede 
Normale schneidet aber die Zylinderachse und damit auch die Achse 
aller Schranbenlinien rechtwinklig. Daher bilden alle Normalen eine 
axiale Wendelflache. Die Fugenßächen sind somit, wenn ein schiefes 
Qewölbe von einem Kreiszjlinder gebildet wird, eds axiede Wenddflädien 
zu konstmieren, was bedingt, daß die einzelnen Wölbsteine als gewundene 
Prismen auszubilden sind, von der Form, wie sie im Innern einer flach- 
gängigen Schraubenmutter beobachtet wurden (vgl. Fig. 638). 
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